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ВВЕДЕНИЕ 
 
Дисциплина «Высшая математика» относится к циклу математических и 

естественнонаучных дисциплин. Цель курса – формирование у студентов 
математических знаний, умений и навыков, необходимых для изучения других 
общенаучных и специальных дисциплин, а также формирование научного 
мировоззрения студентов и навыков самостоятельной работы. 

В методические указания включены задания контрольной работы по 
темам «Аналитическая геометрия» и «Линейная алгебра». Рассмотрены задачи 
написания уравнения прямой в пространстве, уравнения плоскости, 
определения расстояний, углов, площади треугольника, а также операции над 
матрицами, решение систем линейных алгебраических уравнений. Каждое 
задание включает сто различных вариантов. Свой вариант студент выбирает по 
двум последним цифрам зачетки. Приведены подробные примеры решения 
каждого задания, позволяющие студенту самостоятельно разобраться в 
изучаемом материале при выполнении своего варианта. 

Контрольная работа может быть либо написана от руки, либо распечатана 
на одной стороне листа белой бумаги формата А4. На титульном листе 
указываются название факультета, фамилия, имя, отчество студента, номер 
учебной группы, номер варианта и ставится личная подпись студента. При 
оформлении каждого задания необходимо переписать текст задания, подставив 
в него численные значения заданных величин своего варианта. Решение 
задания необходимо сопровождать краткими пояснениями, в конце дать ответ. 
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1 КОНТРОЛЬНЫЕ ЗАДАНИЯ 

 

ЗАДАНИЕ № 1 

 

Номер варианта задания (предпоследняя цифра зачетки) 
 

1. Написать уравнение прямой, проходящей через точки M и N. 

2. Написать уравнение прямой, проходящей через точку M 

перпендикулярно плоскости . 

3. Написать уравнение плоскости, проходящей через точки M, N и K. 

4. Написать уравнение плоскости, проходящей через точку M 

перпендикулярно прямой р. 

5. Определить расстояние от точки M до плоскости . 

6. Определить расстояние от точки M до прямой р. 

7. Определить угол между плоскостями  и . 

8. Определить угол между прямой р и плоскостью . 

9. Определить угол между прямыми р и q. 

0. Определить площадь треугольника MNK. 

 

Координаты точек, уравнения прямых и плоскостей (номер варианта 

– последняя цифра зачетки) 
 

1.   M(1, 0, 2), N(2, 1, 3), K(-1, 2, 1); 

p: 3
2

1
1

2
1 







 zyx

, q: 1
2

3
1

2
1








 zyx

; 

: 332  zyx , : 22524  zyx . 

2.   M(1, 1, 1), N(5, 1, -2), K(7, 9, 1); 

p: 3
1

2
1

1
2 






 zyx

, q: 
2

3
21

4 





 zyx
; 

: 32  zyx , : 5252  zyx . 
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3.   M(4, 1, 2), N(2, -1, 1), K(-1, -5, 1);  

p: 12
1

3
2







 zyx
, q: 5

3
3

1
2

1







 zyx

; 

: 842  zyx , : 383  zyx . 

4.   M(3, 1, 4), N(- 4, 5, 3), K(0, 6, 0);  

p: 13
1

2
1







 zyx
, q: 1

1
53

1 


 zyx
; 

: 6 zyx , : 02  zyx . 

5.   M(3, 5, -7), N(1, -3, 0), K(- 4, 2, 2);  

p: 2
1

53
2





 zyx

, q: 3
1

5
1

1 






zyx

; 

: 1 zyx , : 032  zyx . 

6.   M(2, -1, 0), N(-1, 4, -7), K(-2, 2, -5);  

p: 4
2

8
3

1
1 






 zyx

, q: 5
1

3
2

7






zyx

; 

: 12  zyx , : 1532  zyx . 

7.   M(3, -1, 0), N(2, 1, -7), K(1, 2, 0);  

p: 5
2

3
3

7
1 





 zyx

, q: 23
1

4
2 zyx







; 

: 1 zyx , : 22  zyx . 

8.   M(2, 3, 0), N(4, -1, 7), K(0, 5, 3);  

p: 24
1

3
2 zyx







, q: 2
3

3
1

1
7








 zyx

; 

: 31532  zyx , : 33743  zyx . 

9.   M(8, 2, 3), N(3, 7, 4), K(-1, 0, 1);  

p: 2
1

3
4

4 






zyx

, q: 3
2

1
4

2
3








 zyx

; 

: 134  zyx , : 32  zx . 
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0.   M(1, - 2, 1), N(3, - 3, -1), K(4, 0, 3);  

p: 2
1

7
2

4
5 





 zyx

, q: 5
21

3
3

7
1 





 zyx

; 

: 73  zyx , : 2423  yx . 

 

ЗАДАНИЕ № 2 

 

Даны матрицы A, B, C, D, H. Выполнить, если возможно, действия, 
указанные в таблице 1. 
 
Таблица 1 – Варианты задания 2 
 
Номер варианта 
(предпоследняя 
цифра зачетки) 

Действия 

1 A+2B, A–D, AB, BC, HD 
2 A–C, A+2D, AC, AD, BH 
3 B+2C,B–2H, AD, DH, HD 
4 B–C, 2C–A, BH, CD, DA 
5 A+D, 2B–A, AH, BC, HD 
6 A–2D, A+H, CB, DA, DH 
7 C+2A, C–2B, AD, CH, HB 
8 2C-B, D+2H, BC, DA, HC 
9 D–2A, H–2A, AD, AH, CB 
0 B+2H, C–2B, BD, BH, CB 

 
Матрицы A, B, C, D, H (номер варианта – последняя цифра зачетки): 

 
1.     























































































352
143
231

H,
2
2

1
1

2
1

D,
65

43
22

C,
01
10

21
B,

215
432

A
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2. 









































































341
235
312

H,
235
101

D,
3
0
4

5
1

3
C,

1
2
1

2
1

2
B,

141
232

A  

3. 
























 













































231
521
652

H,
102
120

D,
2
2
0

3
1

1
C,

3
0
4

0
4
3

B,
625
437

A  

4. 




















































































374
596
485

H,
123
112

D,
3
2

2

6
5
1

C,
6

4
2

5
3
2

B,
110
202

A  

5. 










































 

































569
314
523

H,
121

013
D,

5
4
4

2
3
5

C,
2

2
1

3
3

2
B,

161
531

A  

6. 









































































101
132
121

H,
321

314
D,

1
4
3

5
4

1
C,

7
6

2

2
1

3
B,

316
125

A  

7. 














































































324
511
141

H,
1103
152

D,
4
5

2

3
3

4
C,

1
2
2

1
8

5
B,

392
162

A  

8. 















 


























































 


234
512
723

H,
322
231

D,
1
1

1

2
5
2

C,
3
1
1

2
3
2

B,
121
112

A  

9. 











































































 


864
223
451

H,
354
132

D,
6
5

2

0
1
1

C,
1

1
3

1
2
1

B,
513
221

A  

0. 

















































































335
214
423

H,
645

631
D,

4
1
6

2
5

4
C,

3
5

4

1
3

2
B,

654
372

A
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ЗАДАНИЕ № 3 

 

Решить систему уравнений по формулам Крамера (номер варианта 

задания  предпоследняя цифра зачетки): 

 

1. 












3321
2321
1321

32
25

532

bxxx
bxxx
bxxx

, 

2. 












3321
2321

1321

223
432
32

bxxx
bxxx
bxxx

, 

3. 












3321
2321
1321

22
473
532

bxxx
bxxx
bxxx

, 

4. 












3321
2321
1321

235
326
234

bxxx
bxxx
bxxx

, 

5. 













3321
2321

1321
232

3

bxxx
bxxx

bxxx
, 

6. 












3321
2321
1321

43
32
232

bxxx
bxxx
bxxx

, 

7. 












3321
2321
1321

35
24

23

bxxx
bxxx
bxxx

, 

8. 












3321
2321

1321

33
452
23

bxxx
bxxx
bxxx

, 
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9. 












3321
2321

1321

42
23

2

bxxx
bxxx
bxxx

, 

0. 












3321
2321
1321

2
32
23

bxxx
bxxx
bxxx

 

 

Вектор свободных членов b приведен в таблице 2. 

Таблица 2 –Варианты задания 3 
 

Номер варианта 
(последняя цифра зачетки) 

1 2 3 4 5 

Вектор свободных членов 

















2
0
1

b  





















3
1
2

b  

















3
1
1

b  
















1
3

2
b  


















1
4
5

b  

Номер варианта 
(последняя цифра зачетки) 

6 7 8 9 0 

Вектор свободных членов 

















1
3
4

b  
















7
1

0
b  


















0
5
8

b  

















9
2
3

b  

















1
10

5
b  
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ЗАДАНИЕ № 4 

 

Исследовать и решить систему уравнений методом Гаусса (номер 

варианта задания  предпоследняя цифра зачетки): 

 

1. 












34321
24321
14321

32
23
32

bxxxx
bxxxx
bxxxx

, 

2. 













331

2421

14321

2
43

32

bxx
bxxx

bxxxx

, 

3. 













34321

241

1432

432
2
4

bxxxx
bxx

bxxx

, 

4. 













343

24321

1313

bxx
bxxxx

bxx

, 

5. 













34321

24321

142

234
322

bxxxx
bxxxx

bxx

, 

6. 













34321

24321

14321

25
51132

223

bxxxx
bxxxx

bxxxx

, 

7. 












3432

24321

14321

43
432
232

bxxx
bxxxx
bxxxx

, 

8. 













34321

2321

14321

32

32

bxxxx
bxxx

bxxxx

, 
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9. 













3321

2421

1431

534
523

33

bxxx
bxxx
bxxx

, 

0. 













3421

24321

1431

4
22

32

bxxx
bxxxx

bxxx

. 

 

Вектор свободных членов b приведен в таблице 3. 

Таблица 3 –Варианты задания 4 
 

Номер варианта 
(последняя цифра зачетки) 

1 2 3 4 5 

Вектор свободных членов 



















6
4

1
b  


















1
1
4

b  





















3
0
3

b  

















1
3
4

b  

















1
1
5

b  

Номер варианта 
(последняя цифра зачетки) 

6 7 8 9 0 

Вектор свободных членов 

















1
2
5

b  





















5
3
3

b  

















5
12

4
b  


















3
2
0

b  





















2
8
5

b  
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ПРИМЕРЫ РЕШЕНИЯ ЗАДАНИЙ 

 

Задание № 1 

 

Вариант № 1 

Написать уравнение прямой, проходящей через точки M(2; 3; –1) и 

N(3; 2; 1). 

 

Решение 

Каноническое уравнение прямой линии в пространстве имеет вид: 

n
zz

m
yy

l
xx 000 







, 

где 000 ,, zyx  – координаты любой точки, лежащей на прямой; 

nml ,,  – координаты направляющего вектора прямой, т.е. координаты любого 

не нулевого вектора, параллельного прямой. 

В качестве точки, лежащей на прямой, возьмем точку M(2; 3; –1), а 

качестве направляющего вектора прямой – вектор MN : 

       kjikji  2113223MN . 

Следовательно, уравнение прямой, проходящей через точки M и N, имеет 

вид: 

2
1

1
3

1
2 






 zyx

. 

Ответ: 
2

1z
1
3y

1
2x 








. 

 

Вариант № 2 

Написать уравнение прямой, проходящей через точку M(2; 5; – 1) 

перпендикулярно плоскости : 3525z2y14x  . 
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Решение 

Каноническое уравнение прямой линии в пространстве имеет вид: 

n
zz

m
yy

l
xx 000 







, 

где 000 ,, zyx  – координаты любой точки, лежащей на прямой; 

nml ,,  – координаты направляющего вектора прямой, т.е. координаты любого 

не нулевого вектора, параллельного прямой. 

В уравнении плоскости 3525214  zyx  коэффициенты при 

переменных x, y, z являются координатами вектора  25,2,14 a , 

перпендикулярного плоскости и, следовательно, параллельного искомой 

прямой. Таким образом, уравнение прямой, проходящей через точку M(2,5, –1) 

перпендикулярно плоскости : 3525214  zyx , имеет вид: 

25
1

2
5

14
2









 zyx

. 

Ответ: 25
1z

2
5y

14
2x











. 

 

Вариант № 3 

Написать уравнение плоскости, проходящей через точки M(2; 4; 6), 

N(3; 1; – 4) и K(– 3; – 5; 1). 

 

Решение 

Уравнение плоскости имеет вид: 

DCzByAx  , 

где A, B, C – координаты вектора a , перпендикулярного плоскости, 

000 CzByAxD  , 

000 ,, zyx  – координаты любой точки, лежащей на плоскости. 

В качестве точки, лежащей на плоскости, возьмем точку M(2; 4; 6). 
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Векторы       kjikjiMN  103644123  и 

      kjikjiMK  595614523  параллельны искомой 

плоскости, следовательно, их векторное произведение будет вектором a , 

перпендикулярным плоскости. 

Вычислим вектор a : 

                    

      .25557515105059015

531015105191053

95
31

55
101

59
103

595
1031

kjikji

kji

kji
kji

MKMNa





















 

Вектор kjiab  51115
5
1

 также будет перпендикулярным 

искомой плоскости. 

Вычислим величину D: 
1665411215 D . 

Таким образом, уравнение искомой плоскости имеет вид: 

1651115  zyx . 

Ответ: 165z11y15x  . 

 

Вариант № 4 

Написать уравнение плоскости, проходящей через точку M(– 1; 1; 0) 

перпендикулярно прямой 1
3z

4
2y

8
1x 







. 

 

Решение 

Уравнение плоскости имеет вид: 

DCzByAx  , 
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где A, B, C – координаты вектора a , перпендикулярного плоскости, 

000 CzByAxD  , 

000 ,, zyx  – координаты любой точки, лежащей на плоскости. 

В качестве точки, лежащей на плоскости, возьмем точку M(– 1; 1; 0). 

В уравнении прямой 1
3z

4
2y

8
1x 







 величины, стоящие в 

знаменателях, являются координатами вектора  1,4,8s  параллельного 

прямой и, следовательно, перпендикулярного искомой плоскости, т.е. 

 1,4,8 sa . 

Вычислим величину D: 

  4011418 D . 

Таким образом, уравнение искомой плоскости имеет вид: 

448  zyx . 

Ответ: 4z4y8x  . 

 

Вариант № 5 

Определить расстояние от точки M(2; 0; 1) до плоскости : 

92  zyx . 

 

Решение 

Расстояние от точки M(x1, y1 z1) до плоскости DCzByAx   

рассчитывается по формуле: 

222
111

CBA

DCzByAx
d




 . 

Следовательно, 

6
3
4

6
8

211

9120121
222





d . 
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Ответ: 6
3
4

d . 

 

Вариант № 6 

Определить расстояние от точки M(-1; 3; 2) до прямой 

1-
1z

1
2y

2
3x 







. 

 

Решение 

Расстояние от точки M(x1, y1 z1) до прямой n
zz

m
yy

l
xx 000 







 

рассчитывается по формуле: 

s

sMM
d




0
, 

где  nmls ,,  – направляющий вектор прямой, 

 0101010 ,, zzyyxxMM  . 

Рассчитаем координаты вектора 0MM : 

    3,1,412,23,310 MM . 

Рассчитаем модуль векторного произведения: 

 


















222

0101010

12
14

12
34

11
31

112
314
kji

nml
zzyyxx

kji
sMM
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.14256624

121432143111

222

222





 

Рассчитаем модуль вектора s : 

6112 222222  nmls . 

Следовательно, 

21
3
2

3
72

6
142

d . 

Ответ: 21
3
2

d . 

 

Вариант № 7 

Определить угол между плоскостями : 112zy3x   и 

: 213zyx  . 

 

Решение 

Угол между плоскостью : 1111 DzCyBxA   и плоскостью 

: 2222 DzCyBxA   определяется по формуле: 

 
21

21arccos,
aa
aa



 , 

где    22221111 ,,,,, CBAaCBAa   – векторы, перпендикулярные 

плоскостям  и . 

В рассматриваемой задаче    3,1,1,2,1,3 21  aa . 

Рассчитаем скалярное произведение: 

  832111321 aa . 

Рассчитаем модули векторов 1a  и 2a : 
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14213 222
1 a , 

  11311 222
2 a . 

Следовательно, 

 
77

1544arccos
1114

11148arccos
1114

8arccos, 








 . 

Ответ:  
77

1544arccosβ,α 
 . 

 

Вариант № 8 

Определить угол между прямой 
2

2z
1

1y
1-
3x 







 и плоскостью 

7 3zy2x . 

 

Решение 

Угол между прямой р: n
zz

m
yy

l
xx 000 







 и плоскостью 

: DCzByAx   определяется по формуле: 

 
sa

sa
p




 arcsin, , 

где  nmls ,,  – направляющий вектор прямой р, 

 CBAa ,,  – вектор, перпендикулярный плоскости . 

В рассматриваемой задаче    3,1,2,2,1,1  as . 

Рассчитаем модуль скалярного произведения: 

  3321121  sa . 

Рассчитаем модули векторов s  и a : 

  6211 222 s , 



 

 19 

  14312 222 a . 

Следовательно, 

 
14
21arcsin

327
373arcsin

347
3arcsin

614
3arcsin, 










 p . 

Ответ:  
14
21arcsinαp,  . 

 

Вариант № 9 

Определить угол между прямыми р: 1-
9z

2
7y

3
2-x 




  и 

q: 3
23z

1-
11y

2
8x 







. 

 

Решение 

Угол между прямой р: 
1

1

1

1

1

1
n
zz

m
yy

l
xx 







 и прямой 

q: 
2

2

2

2

2

2
n
zz

m
yy

l
xx 







 определяется по формуле: 

 
21

21arccos,
ss
ssqp



 , 

где    22221111 ,,,,, nmlsnmls   – направляющие векторы прямых р и q. 

В рассматриваемой задаче    3,1,2,1,2,3 21  ss . 

Рассчитаем скалярное произведение: 

    131122321  ss . 

Рассчитаем модули векторов 1s  и 2s : 

  14123 222
1 s , 
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  14312 222
2 s . 

Следовательно, 

 
14
1arccos

1414
1arccos, 


 qp . 

Ответ:  
14
1arccosq,p  . 

 

Вариант № 0 

Определить площадь треугольника MNK, где.M(5, –2, 3), N(4, 6, 1), 

K(3, 7, –8). 

 

Решение 

Площадь треугольника определяется по формуле: 

MKMNS  2
1

. 

Рассчитаем координаты векторов MN  и MK : 

    2,8,131,26,54 MN , 

    11,9,238,27,53 MK . 

Рассчитаем модуль векторного произведения: 

              

  .1027111077770

82912211129118

92
81

112
21

119
28

1192
281

2222222

222

222




















kji

MKMN

 

Следовательно, 
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102
2
71027

2
1

S . 

Ответ: 102
2
7SΔ  . 

 

Задание № 2 

 

Даны матрицы: 

















































 




























 


120
114
243

H,
522
131

D,
0
1
3

6
4

3
C,

7
6

1

2
1
2

B,
432
151

A . 

Выполнить, если возможно, следующие действия: 

2В + D, 2В + C, BA, DB, HA. 

 

Решение 

Сумма матриц определена только для матриц, имеющих равное число 

строк и столбцов, следовательно, сумма 2В + D не определена. 

Вычислим вторую сумму: 

.
14
11
1

2
2

7

014
112

32

64
42
34

0
1
3

6
4

3

14
12
2

4
2
4

0
1
3

6
4

3

7
6

1

2
1
2

2CB2






























































 




































 






















 

Произведение матриц определено, только если в первом сомножителе 

столько столбцов, сколько во втором строк. Следовательно, произведения ВA и 

DB определены, а произведение HA неопределенно. 
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Вычислим E = ВA (элемент матрицы произведения, стоящий в i-ой строке 

и j-ом столбце равен 



n

k
kjikij abe

1
): 

 
       

       
.

301112
251311
2134

471237522712
461136512611

411231522112

4
1

3
5

2
1

7
6

1

2
1
2

AB















































 





















 

Аналогично 

       
        .

258
121

756212251222
716311211321

7
6

1

2
1
2

5
1

2
3

2
1

BD

























































 

Ответ: сумма 2В + D и произведение HA не определены; 




















14
11
1

2
2

7
CB2 ;  

















301112
251311
2134

AB ;  











258
121

BD . 

 

Задание № 3 

 

Решить систему уравнений по формулам Крамера: 













3321

221

1321

b6x8x7x
b4x5x

bx3x2x
, где 


















3
1
2

b . 
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Решение 

Рассмотрим систему трех линейных уравнений с тремя неизвестными: 













3333232131

2323222121

1313212111

bxaxaxa
bxaxaxa
bxaxaxa

. 

Если главный (основной) определитель системы, составленный из 

коэффициентов при неизвестных величинах 321 ,, xxx : 

333231

232221

131211

aaa
aaa
aaa

 , 

не равен нулю ( 0 ), то система имеет единственное решение, которое можно 

определить по формулам Крамера: 

,,, 3
3

2
2

1
1 











 xxx  

где 321 ,,   – дополнительные определители третьего порядка, 

получающиеся из главного определителя заменой столбца коэффициентов при 

соответствующем неизвестном на столбец свободных членов: 

.,,

33231

22221

11211

3

33331

23221

13111

2

33323

23222

13121

1
baa
baa
baa

aba
aba
aba

aab
aab
aab

  

Определитель третьего порядка, например, главный определитель 

системы, определяется равенством: 

.322311332112312213

322113312312332211

333231

232221

131211

aaaaaaaaa

aaaaaaaaa
aaa
aaa
aaa




 

Знаки, с которыми произведения элементов входят в последнюю 

формулу, легко запомнить, пользуясь схемой, представленной на рисунке 1. 
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+             
Рисунок 1 – Определение знаков слагаемых при вычислении определителя 

(“правило треугольников”) 

 

Составим и вычислим главный определитель рассматриваемой системы 

уравнений: 

     

      .01260902840048802653741

851703642
687
045
132










 

Поскольку 0  система уравнений имеет единственное решение. 

Составим и вычислим дополнительные определители: 

       

        ,26018128048802613341

811303642
683
041
132

1










 

   

    ,64060715012302652711

351702612
637
015
122

2
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      .8164556802124812353742

852713342
387
145
232

3










 

По формулам Крамера находим решение системы уравнений: 

,
63
4,

63
32

126
64,

63
13

126
26

126
83

3
2

2
1

1 



















xxx  

Проверка. 

Подставим найденные значения 321 ,, xxx  в уравнения системы: 





































































верно.,3
63

189
63

2425691
63
46

63
328

63
137

верно,,1
63
63

63
012865

63
40

63
324

63
135

,верно,2
63

126
63

49626
63
4

63
323

63
132

 

Ответ:  .
63
4x,

63
32x,

63
13x 321   

 

Задание № 4 

 

Исследовать и решить методом Гаусса систему уравнений: 














24321

3432

14321

b3x2x3xx
b3x2xx

bx2xx3x
, где 




















1
1
3

b . 

 

Решение 

Запишем расширенную матрицу системы и, используя элементарные 

преобразования, приведем ее к трапециевидной форме: 
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.

тринаумноженную
первую,строки третьейизвычтем

3
1
1

1
3
3

2
2

2

1
1
3

3
0
1

строки третьюи
первую местами поменяем

1
1
3

3
3
1

2
2

2

3
1
1

1
0
3

























 









































B















 




























 







8
1
1

19
3
3

12
2

2

0
1
3

0
0
1

пять на умноженную  строку, вторую  нейк 
прибавим  и  два  настроку      третьюделим

6
1
1

8
3
3

4
2

2

10
1
3

0
0
1

 

Ранг матрицы основной системы равен рангу расширенной системы и 

равен трем. Символически это можно записать так: BrgArg  . 

Число неизвестных равно четырем, следовательно, три неизвестные – 

базисные, одно – свободное. Базисный минор: 

1200
210

231


  

состоит из коэффициентов при неизвестных х1, х2 и х3, следовательно, именно 

они – базисные, а х4 – свободный. Пусть х4 = a – произвольное число. 

Из последней строки преобразованной матрицы получим: 

81912 43  xx . 

Откуда 

3
2

12
19

3  ax  



 

 27 

или 

3
2193  сx , 

где 
12
aс   – также произвольное число. 

Аналогично из второй строки преобразованной матрицы получим: 

132 432  xxx . 

Подставим значения х3 и х4 и определим значение х2: 

3
174123

3
21921321 432 





  сссxxx . 

Из первой строки преобразованной матрицы получим: 

1323 4321  xxxx  

или 

.
3
4296

123
3
2192

3
174313231 4321









 






 

с

сссxxxx
 

Ответ: Общее решение системы имеет вид: 























c12x
3
2c19x
3
1c74x
3
4c296x

4

3

2

1

 . 
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