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Введение

Математическое программирование – это раздел вычислительной математики, рассматривающий методы решения оптимизационных задач различного класса путем разработки алгоритмов, выяснения условий сходимости и единственности решения. Катализатором создания этого раздела математики послужили задачи оптимизации хозяйственной деятельности. Выбор оптимальных программ хозяйственной деятельности как главное приложение теории математического программирования и был закреплен в термине “программирование”. Математическое программирование не следует отождествлять с программированием на ЭВМ. Общим для них является лишь то, что многие реальные задачи математического программирования не могут быть решены без использования ЭВМ в силу их большой вычислительной трудоемкости. Таким образом, ЭВМ следует рассматривать только как инструмент, используемый при решении задач математического программирования.

Одним из возможных применений теории математического программирования является программирование и управление системами электроснабжения предприятий.

При проектировании проектировщик должен из всей совокупности вариантов системы электроснабжения, удовлетворяющих целевому назначению и всем техническим ограничениям, выбрать вариант, обеспечивающий минимум затрат на ее сооружение и эксплуатацию. Для решения этой глобальной задачи проектировщик, используя методы математического программирования, должен решить ряд локальных задач. К их числу относятся задачи определения местоположения трансформаторных подстанций, выбор числа и мощности трансформаторов, определение мощности устройств компенсации реактивной мощности и мест их размещения и др. Методам математического программирования свойственна значительная вычислительная трудоемкость, поэтому их применение базируется на использовании ЭВМ и систем автоматизированного проектирования.

В настоящее время в действующих системах электроснабжения получают широкое распространение автоматизированные системы контроля и управления электропотреблением (АСКУЭ). В комплексе задач, решаемых с помощью АСКУЭ, входят и задачи расчета оптимальных режимов электропотребления, требующие применения методов математического программирования. Целью применения этих методов является отыскание экономичных режимов, удовлетворяющих условиям надежности и надлежащего качества электроэнергии.

Непосредственное использование методов математического программирования для решения конкретных задач невозможно без разработки математической модели каждой решаемой задачи. При этом модель задачи должна (с допустимой погрешностью) отражать ее объективные закономерности, а математическая формулировка соответствовать всем условиям и требованиям математического программирования.

В данном учебном пособии рассматриваются формулировка общей задачи математического программирования и некоторые методы математического программирования, нашедшие применение при решении задач электроснабжения.

1. Формулировка общей задачи математического программирования

Под оптимизацией понимают нахождение самого лучшего (оптимального) решения кратчайшим путем. Понятие оптимальности соответствует глобальному минимуму или максимуму некоторой целевой функции 
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, характеризующей решаемую задачу
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Здесь 
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 - параметры оптимизации.

Решение (оптимальная программа) задачи определяется в n-мерном пространстве переменных 
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Если целевая функция 
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 выражает прибыль, получаемую, например, от продажи электроэнергии, то ищется максимум 
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. Если функция 
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 выражает собой затраты, например, на выработку или передачу электроэнергии, то ищется минимум 
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. С математической точки зрения не играет существенной роли, рассматривать максимизацию или минимизацию функции 
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. В учебном пособии в дальнейшем рассматривается минимизация целевой функции.

Задача математического программирования состоит в определении вектора 
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, который является решением задачи. Значения параметров оптимизации могут подчиняться ограничениям или изменяться без ограничений. Ограничения задаются в виде балансовых условий
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(1.2)
Балансовые условия выражают реально существующие зависимости между переменными каждой конкретной задачи и отражают ее физическую сущность. В качестве таких ограничений могут быть, например, уровни напряжения на шинах трансформаторных подстанций при оптимизации режимов электроснабжения. При выборе оптимальных схем электроснабжения ограничения могут быть наложены на максимальные или минимальные сечения проводов или мощность силовых трансформаторов.

Характерным элементом оптимизационных задач является наличие граничных условий, записываемых в виде
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Граничные условия отражают допустимые границы изменения реальных параметров, соответствующих переменных 
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Балансовые и граничные условия определяют в n-мерном пространстве множество (область) допустимых решений оптимизационной задачи. Оптимальным программам (решениям) задачи соответствует определенное подмножество из этого множества. В подавляющем большинстве практических оптимизационных задач оптимальная программа единственная. Таким образом, задача математического программирования состоит в определении вектора 
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, который является решением задачи поиска экстремума многомерной функции 
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 в области допустимых решений, ограниченной балансовыми и граничными условиями.

Если балансовые условия (1.2) и граничные условия (1.3) отсутствуют, то поиск экстремума функции 
[image: image16.wmf]Ζ

 выполняется методами оптимизации без ограничений, к которым относятся классические методы дифференциального исчисления, а также специальные методы, такие как метод Ньютона, метод “золотого сечения”, метод Хука-Дживса и др.

Если функция 
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 и балансовые условия 
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 линейны, то задача называется задачей линейного программирования. Задачи линейного программирования имеют всегда одно решение и решаются хорошо разработанными методами линейного программирования.

Если функция 
[image: image19.wmf]Ζ

 или хотябы одно из балансовых условий (1.2) нелинейны, то задача называется задачей нелинейного программирования. Нелинейные задачи оптимизации могут иметь несколько решений, т.е. они являются многоэкстремальными. Поэтому при использовании методов нелинейного программирования необходимо обеспечить определение глобального экстремума (наименьшего минимума и наибольшего максимума). Методы нелинейного программирования сложны, разработаны в недостаточной степени, и применение их имеет ряд ограничений.

Решение задачи оптимизации включает в себя следующие этапы:

- разработка математической модели решаемой задачи (получение целевой функции и балансовых условий);

- выбор процедуры для решения задачи и составления алгоритма и программы для ЭВМ;

- получение исходных данных;

- решение задачи на ЭВМ;

- интерпретация математического результата в терминах физического содержания задачи.

Хотя ни одним из этих этапов нельзя пренебречь, в силу ограниченности объема изучаемого материала далее рассматриваются только процедуры, предназначенные для осуществления минимизации.

В настоящем учебном пособии из известных методов линейного программирования рассмотрен метод симплекс-алгоритма, а из методов нелинейного программирования – метод Лагранжа, квадратичное программирование, градиентный метод и метод динамического программирования, нашедшие применение при решении задач электроснабжения. 


2. Линейное программирование

Под линейным программированием понимается раздел теории экстремальных задач, в котором изучаются задачи минимизации (или максимизации) линейных функций на множествах, задаваемых системами линейных равенств и неравенств.

Общая задача линейного программирования может быть сформулирована следующим образом: минимизировать функцию
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и граничных условиях
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где  
[image: image23.wmf]iiij
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 -  заданные числа, причем не все из них равны нулю.

Индекс i изменяется от 1  до n. Индекс j изменяется от 1 до m. Причем m < n.

Заслуга разработки метода линейного программирования принадлежит советскому ученому Л.В. Канторовичу, который в 1936-1944 годах разработал первый алгоритм решения таких задач.

2.1. Геометрическая интерпретация линейного программирования

Существует два основных метода решения задач линейного программирования: геометрический и аналитический с использованием линейной алгебры. Геометрический метод может быть использован в практике только для решения задач, содержащих две или три переменных, причем в последнем случае приходится пользоваться пространственной моделью. Несмотря на ограниченную возможность использования геометрического метода решения, с ним следует ознакомиться, поскольку он нагляден, в нем проявляются общие принципы решения задач линейного программи​рования.
Рассмотрим задачу линейного программирования с двумя переменны​ми. Определить минимум целевой функции
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при наличии трех балансовых неравенств:
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и обычных для задачи линейного программирования граничных условий 
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Уравнения балансовых и граничных условий в плоскости переменных 
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 являются прямыми линиями, которые ограничивают область допустимых решений (заштрихованная область на рис.2.1). 
При произвольном фиксированном значении степени достижения це​ли 
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 целевая функция в плоскости переменных 
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 также может быть преобразована в уравнение прямой линии.
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Изменяя степень достижения цели 
[image: image32.wmf]0
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, получаем  семейство  па​раллельных  изоцелевых прямых, при этом уменьшение цели приводит  к перемещению изоцелевой прямой в направлении стрелки на рис.2.1,а. Как видно из рисунка, оптимальная программа задается координатами точки А пересечения прямых 1 и 2, так как через эту точку проходит на​иболее низко расположенная изоцелевая прямая, имеющая по меньшей мере одну общую точку с областью допустимых решений.

Угол наклона изоцелевой прямой к оси х1 определяется отноше​нием коэффициентов целевой функции 
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. Для одной и той же области допустимых решений в зависимости от угла наклона семейства изоцелевых прямых оптимальная программа может достигаться и в точке В (рис.2.1, б)., и во всех точках отрезка АВ (рис.2.1, в).
Как следует из геометрической интерпретации линейного програм​мирования, минимальное решение задачи имеет место только в том слу​чае, если область минимальных решений ограничена снизу (так, как на рис.2.1). Для этого балансовые условия должны быть записаны в виде неравенств (2.5)

.(2.5)

. Максимальное решение задачи линейного программирования имеет место только в том случае,  если область допустимых решений ограничена сверху. Для этого балансовые условия должны быть записаны в виде неравенств, обратных по отношению к 
Для линейного программирования характерно также то, что изме​нена углового коэффициента изоцелевых линий (а следовательно, и коэффициентов целевой функции) в определенных пределах не приводит к изменениям в решении задачи. Действительно, при изменении угло​вого коэффициента изоцелевой прямой в определенных пределах на рис.2.1,а минимальная программа имеет место в одной и той же точке А.
2.2. Симплексный метод решения задач линейного программирования

Симплекс-точка пересечения плоскостей 
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 вместе с выходящими из этой точки лучами 
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Симплексный метод является основным алгоритмическим методом решения задач линейного программирования. Структуру симплексного метода рассмотрим на примере общей задачи линейного программирования, но для случая, когда балансовые условия заданы в виде равенств. Как будет показано ниже, случай, когда балансовые условия заданы в виде неравенств, легко приводятся к случаю балансовых равенств. Итак, требуется определить оптимальную (минимальную) программу задачи ли​нейного программирования, когда целевая функция задана в виде
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а балансовые условия в виде  m  балансовых независимых равенств 
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Граничные условия обычные 
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Симплексный метод базируется на основной теореме линейного про​граммирования, которая формулируется следующим образом.
Оптимальная программа содержит столько положительных переменных, сколько балансовых условий выпол​няется в виде независимых равенств (балансовых уравнений). Остальные пе​ременные имеют нулевые значения.
Из основной теоремы решения задачи линейного программирования следует, что оптимальное решение задачи линейного программирования (2.8)

можно записать в следующем виде:
(2.7)

, 
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где 
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 положительны. Геометрически это озна​чает, что оптимальным решением являются координаты одной из вершин многогранника допустимых решений.
Разумеется, когда мы приступаем к решению конкретной задачи, нам неизвестно, какие переменные в оптимальной программе положи​тельны, а какие равны нулю. Но поскольку нумерация переменных про​извольна, всегда можно предположить, что первые m  переменных по​ложительны, а остальные n-m равны нулю.
Разность между числом переменных и числом независимых балан​совых равенств называется числом степеней свободы задачи линейно​го программирования
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Оптимизировать можно лишь задачи с положительным числом сте​пеней свободы (k > 0). При k = 0 (n-m)  балансовые условия представляют собой систему  n  независимых уравнений с  n  неизве​стными. Такая система имеет единственное решение. При k > 0 об​ласть допустимых решений вообще не существует.
Дальнейшие поиски оптимального решения могут осуществляться путем определения всех возможных систем вида 
(2.8)

 равно числу сочетаний из n  элементов по m (2.7)

. Такой процесс "непосредственного исчисления" (проб и ошибок) в принципе возможен, но лишь в тех случаях, когда число переменных программы невелико. Число всех возможных систем решений вида (2.9)

 и проверки то​го, какой из этих систем соответствует минимальное значение целе​вой функции  GOTOBUTTON ZEqnNum629441  \* MERGEFORMAT .
Симплексный метод тоже основан на переборе возможных решений, но на переборе упорядоченном. Этот метод дает критерии, которые позволяют передвигаться не вслепую, а всегда в направлении от худших решений к лучшим. В результате количество "проб" резко умень​шается и сводится к числу степеней свободы k .
Поиск оптимального решения симплексным методом можно начинать с любого решения вида (2.9)

, в которой первые m пере​менных отличны от нуля, а последние k равны нулю. Отличные, от нуля переменные исходной программы называются базисом.(2.9)

. Обычно в качестве начального решения принимается система переменных 
Исключая нулевые переменные из балансовых условий, получаем m независимых уравнений с m неизвестными переменными базы
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из которой находится решение
                                            
[image: image44.wmf](
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соответствующее начальной программе. Значение целевой функции в точке начального решения равно
                                                          
[image: image45.wmf](
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 MACROBUTTON MTPlaceRef \* MERGEFORMAT (2.13)

Полученное начальное решение мы попытаемся улучшить, вводя в программу новую переменную, например 
[image: image46.wmf]m1

х

+

, помня при этом, что в соответствии с основной теоремой  линейного программирования одна из переменных, входящих в базу, должна стать равной нулю. Пока еще неизвестно, что это за переменная.
Теперь балансовые уравнения (2.8)

 принимают следующий вид:
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причем одна из переменных  
[image: image48.wmf]12m
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 должна стать равной ну​лю.
Система (2.14)

 с  m + 1  неизвестными состоит только из m уравнений и, следовательно, имеет однозначное решение только в том случае,  если эти уравнения образуют зависимую систему. Это означа​ет, что один столбец матрицы коэффициентов при неизвестных этой системы (например, последний) линейно зависим от остальных столб​цов, то есть
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где не все величины 
[image: image50.wmf]12m
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 равны нулю.
Система уравнений (2.15)

 имеет однозначное решение
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которое позволяет выразить решение системы (2.14)

 в следующем виде:

                               
[image: image52.wmf](
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 MACROBUTTON MTPlaceRef \* MERGEFORMAT (2.17)

Здесь переменная t соответствует новой введенной в решение переменной 
[image: image53.wmf]m1

х

+

, и поэтому t > 0.
Систему 
(2.17)

, т.е. (2.17)

 принимаем в качестве второго пробного решения задачи, причем одна из первых m переменных системы в соответст​вии с основной теоремой линейного программирования равна нулю. Кро​ме того, остальные переменные, не фигурирующие в системе  GOTOBUTTON ZEqnNum258653  \* MERGEFORMAT  также равны нулю.
Подставляя второе пробное решение (2.7)

, можно определить приращение целевой функции по сравнению с начальным решением(2.17)

 в целевую функцию 
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Поскольку t > 0, то знак приращения 
[image: image56.wmf]z
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 тот же, что и у выражения, заключенного в квадратные скобки в правой части выражения (2.18)

. Это можно записать в следующем виде:
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Если приращение целевой функции положительно 
[image: image58.wmf](
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, то вве​дение новой переменной 
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 ухудшает программу, и, следовательно, это делать нецелесообразно. Если же
[image: image60.wmf](
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, то введение переменной 
[image: image61.wmf]m1
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приводит к уменьшению целевой функции и, следовательно, улуч​шает программу. В этом случае необходимо завершить переход к ново​му пробному решению 
(2.17)

 обращается в нуль, а остальные больше нуля, то величина t равна минимальному положительному отношению (2.17)

. Для этого необходимо определить вели​чину t. Поскольку одна из первых m переменных системы  GOTOBUTTON ZEqnNum258653  \* MERGEFORMAT , то есть
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 MACROBUTTON MTPlaceRef \* MERGEFORMAT (2.20)

Новое пробное решение, таким образом, равно
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Причем одна из первых m переменных равна нулю. Этому решения соответствует следующее значение линейного функционала (2.7)

:
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где 
[image: image66.wmf](
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 определяется по (2.18)

.
Подытожим сказанное о симплексном методе. Он основывается  на предварительном выборе базы и соответствующего ей исходного решения задачи. Исходное решение содержит m положительных переменных и n-m нулевых. Значения положительных переменных находятся путем ре​шения балансовых уравнении.
Затем вводится  m + 1-я  переменная и проводится анализ приращения целевой функции. Если целевая функция уменьшается – новая программа лучше, увеличивается - хуже, равна нулю - одинакова.
В первом случае программа совершенствуется: в нее вводится но​вая переменная
[image: image67.wmf]m1
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и одновременно исключается переменная, для ко​торой отношение 
[image: image68.wmf](
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 минимальное положительное значение.
Новое улучшенное решение вновь пытаются усовершенствовать, вво​дя в него последовательно  m + 2-ю,  m + 3-ю  и т.д. переменные и повторяя описанные выше действия. После  k = n-m  повторений этих действий достигается оптимальная программа.
Симплексный метод отличается простотой и логичностью структуры, но при большом числе неизвестных и балансовых уравнений связан с весьма трудоемкими расчетами, которые практически могут быть осущест​влены только на ЭВМ.

2.3. Примеры применения симплексного метода

Ниже приведено несколько простых числовых примеров применения алгоритма симплексного метода для решения задач программирования.
Задача 2.1. Найти оптимальную программу, соответствующую минимуму линейной целевой фикции
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при выполнении следующих балансовых условий:
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и обычных граничных условий 
[image: image71.wmf](

)

i

х0

³

.
Оптимальная программа содержит m=2 ненулевых переменных. При​нимаем за исходное решение:
[image: image72.wmf]1234
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Из балансовых условий определяем переменные исходного решения:
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то есть 
[image: image74.wmf](

)

(

)

00

12

х1;х2.

==


Исходному решению соответствует следующее значение целевой функции:
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Попытаемся ввести в решение переменную 
[image: image76.wmf]3
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. Тогда балансовые условия примут вид:
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Решение этой системы существует, если между столбцами коэффи​циентов системы имеется линейная зависимость, т.е. если существует ненулевое решение системы
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Решение этой системы: 
[image: image79.wmf](
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Определяем знак приращения целевой функции при введении в решение переменной 
[image: image80.wmf]3
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Введенная переменная 
[image: image82.wmf]3

х

 улучшает программу (уменьшает целевую функцию). Определяем значение 
[image: image83.wmf]3
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Находим значения переменных и целевой функции, соответствующие улучшенной программе:
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Попытаемся ввести в решение переменную 
[image: image88.wmf]4
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Определяем знак приращения целевой функции
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Введение переменной 
[image: image91.wmf]4
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 не улучшает программы. Таким образом, опти​мальное решение имеет вид: 
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Задача 2.2.  Целевая функция осталась та же, что и в задаче 2.1, а балансовые условия немного изменились:
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Найти оптимальную программу, соответствующую минимуму целевой функ​ции.
Принимаем за исходное решение: 
[image: image94.wmf]1234
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Определяем параметры этого решения:
                      
[image: image95.wmf]12
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Попытаемся ввести в программу переменную 
[image: image96.wmf]3
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[image: image98.wmf](
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Переменная 
[image: image99.wmf]3
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 улучшает программу. Определяем параметры улуч​шенного решения:
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[image: image101.wmf](
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[image: image102.wmf](
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Попытаемся ввести в программу переменную 
[image: image103.wmf]4
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[image: image105.wmf](
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Переменная 
[image: image106.wmf]4
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 также улучшает программу. Определяем параметры нового улучшенного решения:
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[image: image108.wmf](
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Все переменные исчерпаны. Оптимальная программа имеет  вид: 

[image: image110.wmf]1234
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Задача 2.3.  Она относится к случаю, когда балансовые условия даны в виде неравенств.
Найти оптимальную программу, соответствующую минимуму целевой функции

[image: image111.wmf]1234
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при выполнении балансовых условий

[image: image112.wmf]1234

1234

5

хх6х11х14;

4

хх5х9х12

+++³

+++³


и обычных граничных условий 
[image: image113.wmf](
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Задачу линейного программирования с балансовыми условиями  в виде неравенств всегда можно преобразовать в эквивалентную задачу с балансовыми условиями в виде равенств. Для этого введем вспомога​тельные переменные 
[image: image114.wmf]56

х0их0.

³³

 Целевая функция и балансовые ус​ловия эквивалентной задачи можно записать в следующем виде:
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Несложно убедиться, что исходная и преобразованная задачи эквивалентны, т.е. имеют одинаковые области допустимых решений и одина​ковые целевые функции. Эквивалентная задача может быть решена по из​ложенному выше алгоритму симплексного метода.
В оптимальной программе эквивалентной задачи содержится  m = 2 ненулевых переменных. Принимаем за исходное решение

[image: image116.wmf]123456
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и определяем параметры этого решения:
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Попытаемся ввести в программу переменную 
[image: image118.wmf]3
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Переменная 
[image: image121.wmf]3
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 улучшает программу. Определяем параметры улучшенного решения:
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Попытаемся ввести в программу переменную 
[image: image125.wmf]4
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Переменная 
[image: image128.wmf]4

х

 ухудшает программу, и ее вводить нецелесообразно.

Попытаемся ввести в программу переменную 
[image: image129.wmf]5
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Переменную 
[image: image132.wmf]5

х

 вводить также нецелесообразно.
Попытаемся ввести в программу переменную 
[image: image133.wmf]6
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Переменная 
[image: image136.wmf]6

х

 улучшает программу. Определяем параметры улучшенного решения:
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Переменные исчерпаны. Оптимальная программа эквивалентной зада​чи равна:  
[image: image140.wmf]124536
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Оптимальная программа исходной задачи равна: 
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Значение 
[image: image142.wmf]6
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  из эквивалентной задачи показыва​ет, на какую величину не исчерпан лимит во втором балансовом условии исходной задачи. Значение правой части второго балансового условия в точке оптимальной программы равно 
[image: image143.wmf]1

12

3

, а лимит - 12.
3. Нелинейное программирование

Нелинейное программирование является наиболее общей и наиболее сложной по методам решения задач математического программирования. Как всякую задачу математического программирования, задачу нелинейного программирования можно сформулировать в виде целевой функции (1.1), балансовых условий (1.2) и граничных условий (1.3). Отличительная черта нелинейного программирования – то, что либо целевая функция 
[image: image144.wmf]Z

, либо балансовые условия 
[image: image145.wmf](
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 являются нелинейными. При этом в зависимости от того являются ли 
[image: image146.wmf]Z

 и 
[image: image147.wmf]j

F

 непрерывными и дифференцируемыми, переменные 
[image: image148.wmf]i

х

 принимают любые или только целочисленные значения, функция 
[image: image149.wmf]Z

 является выпуклой или вогнутой и т.д. применяются различные методы нелинейного программирования.

Методы нелинейного программирования можно разделить на две группы: аналитические и шаговые. К первому типу относятся, например, метод неопределенных множителей Лагранжа и метод квадратичного программирования. Условный минимум целевой функции здесь определяется путем решения в общем случае системы нелинейных уравнений. В шаговых методах оптимизации процесс поиска минимума организован таким образом, что на каждом этапе поиска определяется возможное направление уменьшения функции и в этом направлении производится шаг определенной длины. К числу таких методов относятся, например, градиентный метод и метод динамического программирования.
3.1. Геометрическая интерпретация задачи

При числе переменных  n = 2  и  n = 3  задачи нелинейного программирования можно решить геометрическим методом. Несмотря на ог​раниченную возможность использования геометрического метода реше​ния, с ним следует ознакомиться ввиду того, что ему свойственна большая наглядность. Кроме того, в геометрическом способе решения проявляются общие принципы решения задач нелинейного программиро​вания.
В качестве примера рассмотрим задачу: определить оптимальные программы, соответствующие максимуму и минимуму целевой функции
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 MACROBUTTON MTEditEquationSection2 Equation Section 3(3.1)

при наличии балансового условия
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 MACROBUTTON MTPlaceRef \* MERGEFORMAT (3.2)

и обычных граничных условий 
[image: image152.wmf](
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Уравнение, соответствующее равенству в балансовом условии (3.2)

, можно преобразовать к виду:
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 MACROBUTTON MTPlaceRef \* MERGEFORMAT (3.3)

из которого следует, что оно в плоскости 
[image: image154.wmf](
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 соответствует окружности с центром в точке с координатами 
[image: image155.wmf](
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 и ра​диусом 
[image: image156.wmf]1
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. Поэтому область допустимых решений, опреде​ляемая балансовым [image: image157.wmf]0

ZZ

=

(3.2)

 и граничными  условиями,   соответствует точкам усеченного круга (заштрихованная область на рис.3.1). При фиксированной степени достижения цели  GOTOBUTTON ZEqnNum632188  \* MERGEFORMAT  целевая  функция 
(3.1)

 в плоскости  GOTOBUTTON ZEqnNum807543  \* MERGEFORMAT  также является уравнением  окружности с центром в начале координат и радиусом 
[image: image159.wmf]20

RZ

=

. Различным степеням достижения цели соответствует семейство целевых ли​ний, являющихся концентрическими окружностями с центром в нача​ле координат, причем увеличение значения целевой функции приво​дит к возрастанию радиуса соответствующей изоцелевой окружности (рис.3.1).
Как следует из взаимного расположения области допустимых решений и семейства изоцелевых линий на плоскости 
[image: image160.wmf](
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 (рис.3.1), существует такое минимальное значение целевой функции, при котором соответствующая изоцелевая линия имеет лишь одну точку пересечения с областью допустимых решений. Это значение целевой функции Z = 20, а соответствующая точка пересечения с облас​тью допустимых решений (точка А) лежит на прямой, соединяющей центр изоцелевых окружностей с центром окружности, ограничиваю​щей область допустимых решений. Координаты точки А 
[image: image161.wmf](
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 и значение целевой функции Z = 20 являются оптимальной про​граммой задачи (3.2)

, которая соответствует минимальному значению целевой функции.(3.1)

, 
Существует также такое максимальное значение целевой функ​ции (Z = 180, на рис.3.1), при котором соответствующая изоцелевая линия имеет лишь одну точку пересечения с областью допус​тимых решений (точка В). Координаты этой точки 
[image: image162.wmf](
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 и значение целевой функции (Z = 180) являются оптимальной про​граммой, соответствующей максимальному значению целевой функции в задаче (3.2)

.(3.1)

, 
Как следует из геометрической интерпретации решения задач нелинейного программирования, оптимальная программа достигается на одной из границ (а не внутри) области допустимых решений, и она, как правило, единственная.
[image: image163.png]




3.2. Метод Лагранжа

Метод Лагранжа - один из возможных аналитических методов решения, задач нелинейного программирования, отличающийся прос​тотой и наглядностью. Использование метода Лагранжа рассмотрим на примере общей задачи нелинейного программирования, но вначале примем, что балансовые условия заданы в виде равенств. Пусть требуется найти оптимальную программу, соответствующую минимуму целевой функции от n переменных
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 MACROBUTTON MTPlaceRef \* MERGEFORMAT (3.4)

в области допустимых решений, определяемой  m балансовыми ус​ловиями
                                            
[image: image165.wmf](
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и обычными граничными условиями
                                                        
[image: image166.wmf](
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 MACROBUTTON MTPlaceRef \* MERGEFORMAT (3.6)

Предположим также, что целевая функция обладает непрерывными частными производными первого и второго порядка. 
Из целевой функции (3.5)

 соста​вим вспомогательную функцию, называемую функцией Лагранжа:(3.4)

 и балансовых условий 
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Функция Лагранжа есть функция переменных 
[image: image168.wmf]12n

х,х,...,х

 и множителей 
[image: image169.wmf]12m

,,...,

lll

.  Первое слагаемое правой части есть целевая функция, минимум которой необходимо определить, а второе - взвешенная сумма балансовых условий. Весами этой суммы являются множители 
[image: image170.wmf]12m
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 называемые неопределенными множителями Лагранжа.
Функция Лагранжа [image: image171.wmf](
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 обладает следующим замечательным свойством, имеющим практическое значение: если точка с координатами  GOTOBUTTON ZEqnNum902534  \* MERGEFORMAT  находится в области допустимых решений, то выражение, стоящее под знаком суммы в формуле 
(3.5)

 равно нулю. Тогда (3.7)

, в соответствии с  GOTOBUTTON ZEqnNum902534  \* MERGEFORMAT , следовательно, в области допустимых решений функция Лагранжа имеет те же значения, что и целевая функция Z. Из этого выте​кает, что задача на определение условного экстремума функции 
(3.7)

 от (3.4)

 может быть заменена задачей отыскания обычного экстремума функции Лагранжа  GOTOBUTTON ZEqnNum763117  \* MERGEFORMAT  переменных.
Необходимое условие существования экстремального значения функции Лагранжа - равенство нулю ее частных производных:
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которые в соответствии с (3.7)

 могут быть преобразованы в сле​дующие выражения:
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Система 
[image: image176.wmf](
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 уравнений 
(3.9)

 относительно  GOTOBUTTON ZEqnNum726437  \* MERGEFORMAT  неизвестных определяет значения переменных 
[image: image178.wmf](
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 и значения неопределенных множителей Лагранжа 
[image: image179.wmf]12m
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, при которых функция Лагранжа [image: image180.wmf](
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 имеет экстремум. Поскольку найденные таким образом значения переменных  GOTOBUTTON ZEqnNum902534  \* MERGEFORMAT  всегда находятся в области допустимых решений, ввиду выполнения балансовых условий, которыми являются последние 
[image: image181.wmf](
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 уравнения системы (3.5)

.(3.4)

, (3.9)

, то при этих значениях будет иметь место и экст​ремум целевой функции задачи 
Условия (3.7)

. Для проверки достаточного условия необходимо вычислить дифференциал второго порядка от функции Лагранжа:(3.9)

 являются  лишь необходимыми условиями существования экстремума функции (3.8)

 или эквивалентные им 
                     
[image: image182.wmf]2

2

nnm

j

2

jik

ikik

i1k1j1

d

Ф

dF

dLdxdx.

dxdxdxdx

===

éù

êú

=-l

êú

ëû

ååå


 MACROBUTTON MTPlaceRef \* MERGEFORMAT (3.10)

Достаточное условие существования минимума целевой функции задачи 
(3.10)

 для значений переменных (3.5)

 состоит в том, чтобы дифференциал второго по​рядка функции Лагранжа (3.4)

- GOTOBUTTON ZEqnNum763117  \* MERGEFORMAT  и зна​чений неопределенных множителей Лагранжа, найденных из уравнений 
(3.9)

,  был положительным  GOTOBUTTON ZEqnNum726437  \* MERGEFORMAT  для всех значений 
[image: image185.wmf]i
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 и 
[image: image186.wmf]k

dx

. Аналогично достаточным условием существования максимума целевой функции задачи 
(3.5)

 является условие (3.4)

- GOTOBUTTON ZEqnNum763117  \* MERGEFORMAT  для всех значений 
[image: image188.wmf]i

dx

 и 
[image: image189.wmf]k

dx

.
Задача 3.1
Определить оптимальную  программу, соответствующую минимуму целевой функции
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при выполнении балансового условия
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и обычных граничных условий 
[image: image192.wmf](
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Функция Лагранжа задачи (3.12)

 имеет вид:
(3.11)

-
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Необходимые условия существования экстремума функции Лагранжа в соответствии с (3.9)

 можно выразить в виде системы уравне​ний:
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из которой следует оптимальная программа задачи
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Проверим достаточные условия существования минимума целевой функции в найденной точке решения, дифференциал второго порядка функции Лагранжа в соответствии с выражением (3.10)

 в точке экс​тремума равен:
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Для преобразования выражения 
(3.16)

 к виду, из которого следует положительность  GOTOBUTTON ZEqnNum272372  \* MERGEFORMAT , определим дифференциал  первого порядка от функции балансового условия (3.12)

 в точке экстремума

                              
[image: image198.wmf](
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Возведя выражения (3.17)

 в квадрат, получил соотношение
                               
[image: image199.wmf](
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в соответствии с которым второй дифференциал функции Лагранжа (3.16)

 можно преобразовать к виду

                                        
[image: image200.wmf](
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Второй дифференциал функции Лагранжа в точке экстремума по​ложителен при любых 
[image: image201.wmf](
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, не равных нулю одновременно. Достаточное условие выполняется, и, следовательно, най​денная точка экстремума соответствует минимуму целевой функции задачи.

Рассмотрим обобщение задачи нелинейного программирования, когда балансовые условия заданы в виде неравенств:
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Путем введения дополнительной переменной 
[image: image203.wmf](
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 каждое балансовое неравенство (3.20)

 можно преобразовать в эквивалентное балансовое уравнение
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Здесь переменная 
[image: image205.wmf]nj
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 соответствует значению, на которое не ис​черпан лимит в неравенстве (3.20)

.
После замены балансовых неравенств на эквивалентные балансовые равенства задача нелинейного программирования (3.21)

 решается по изложенному выше методу Лагранжа с учетом того, что число переменных задачи увеличивается на число балансовых неравенств в исходной задаче. В итоге использование метода Лагранжа для случая, когда часть балансовых условий задана в виде неравенств, сводится к следующему алгоритму: вначале определяется оптимальная программа задачи, в которой учитываются только балансовые уравнения и исключается балансовые неравенства. Для найденной оптимальной программы проверим, выполняются ли балансовые неравенства задачи. Если выполняются все неравенства - задача решена. Если часть балансовых неравенств не выполняется, произ​водится еще одно решение задачи, в котором, помимо балансовых уравнений исходной задачи, учитываются балансовые уравнения, со​ответствующие исчерпанию лимита тех неравенств, которые не  вы​полняются для найденной первоначально оптимальной программы,   и опять исключаются те балансовые неравенства, которые выполняют​ся для найденной первоначально оптимальной программы, для вновь полученной оптимальной программы проверяем выполнение исключен​ных балансовых неравенств. Если они выполняются - задача решена. Если нет - производится еще одно решение задачи, в балансовые условия которой добавляются уравнения, соответствующие исчерпа​нию лимита тех балансовых неравенств, которые не выполняются для вновь найденной оптимальной программы. За конечное число шагов всегда будет найдена оптимальная программа, для которой выполняются все балансовые неравенства.
(3.4)

, 
Задача 3.2
Определить оптимальную программу, соответствующую минимуму целевой функции
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при выполнении балансовых условий
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и обычных граничных условий 
[image: image208.wmf](
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Балансовые условия задачи (3.23)

 при этом решении не выполняется. Производим новое решение задачи при следующих балансовых условиях:(3.15)

. Балансовое неравенство (3.23)

 содержат одно уравнение и одно неравенство. Вначале исключаем балансовое неравенство и определяем оптимальную программу полученной задачи. Поскольку такая задача сводится к задаче 3.1, воспользуемся найденным оптимальным решением 
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Функция Лагранжа задачи имеет вид:
                                 
[image: image210.wmf](
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Необходимые условия существования экстремума функции Лагранжа (3.25)

 определяются системой уравнений:
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Путем деления первого уравнения системы (3.26)

 на второе получаем соотношение:
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которое можно преобразовать к эквивалентному:
                                              
[image: image213.wmf]22
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Из выражения 
(3.28)

 вытекает, что  GOTOBUTTON ZEqnNum404931  \* MERGEFORMAT . С учетом этого из по​следнего уравнения системы 
(3.26)

 следует, что  GOTOBUTTON ZEqnNum689372  \* MERGEFORMAT  Ана​логично путем деления третьего уравнения системы (3.26)

 на четвертое получаем соотношение:
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из которого следует, что 
[image: image217.wmf]34
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 С учетом этого из предпоследне​го уравнения системы 
(3.26)

 вытекает, что  GOTOBUTTON ZEqnNum689372  \* MERGEFORMAT  Таким образом, оптимальная программа задачи (3.23)

 имеет  вид:  (3.22)

, 
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Оптимальная программа (3.15)

 задачи 3.1.(3.30)

 значительно отличается от оптимальной программы  
3.3. Квадратичное программирование

Квадратичное программирование - наиболее разработанный част​ный случай нелинейного программирования. Отличительной чертой его задач является то, что целевая функция таких задач есть квадратич​ная форма переменных 
[image: image220.wmf](
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 (т.е. сумма всевозмож​ных произведений 
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), а балансовые условия - линейные ра​венства или неравенства. Наиболее общую задачу квадратичного про​граммирования можно сформулировать следующим образом: определить оптимальную программу, соответствующую минимуму целевой функции
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при выполнении балансовых условий
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и граничных условий
                                                     
[image: image224.wmf](
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Функцию Лагранжа задачи квадратичного программирования в соответствии с (3.7)

 можно представить в виде:
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Необходимые условия существования экстремума функции Лагранжа в задачах квадратичного программирования  выражаются системой 
[image: image226.wmf]nm
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 линейных уравнений:
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Система уравнений 
(3.36)

 однозначно определяет значения переменных (3.35)

,  GOTOBUTTON ZEqnNum263734  \* MERGEFORMAT  и неопределенных множителей Лагранжа 
[image: image230.wmf](
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 поэтому в задачах квадратичного программирования экстремум (если он существует) всегда единствен. При расчетах без использования ав​томатических вычислительных средств решение системы 
(3.36)

 рекомендуется проводить следующим образом: вначале разрешить сис​тему (3.35)

,  GOTOBUTTON ZEqnNum263734  \* MERGEFORMAT  уравнений 
(3.35)

 относительно переменных  GOTOBUTTON ZEqnNum263734  \* MERGEFORMAT , т.е. выразить их в виде линейной функции от неопределенных множителей Лагранжа:
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Затем выражения 
(3.36)

, в результате чего будет получена система (3.37)

 необходимо подставить в систему  GOTOBUTTON ZEqnNum138417  \* MERGEFORMAT  уравнений  относительно 
[image: image235.wmf]m

 неизвестных неопределенных множителей Лагранжа. Решая эту систему, можно найти значения неопределенных множителей Лагранжа 
[image: image236.wmf](
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, подставляя которые в (3.37)

, можно определить  зна​чения переменных, соответствующие экстремальной программе.
Дифференциал второго порядка от функции Лагранжа в задачах квадратичного программирования является квадратичной формой от дифференциалов переменных 
[image: image237.wmf]i
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Квадратичная форма, которая принимает только положительные значения при любых значениях 
[image: image239.wmf]i
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 и 
[image: image240.wmf]k

dx

, не равных нулю од​новременно, называется положительно определенной. Таким образом, достаточные условия существования минимума функции Лагранжа в за​даче квадратичного программирования совпадают с условиями положительной определенности квадратичной формы, задаваемой коэффициентами целевой функции задачи.
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Условия положительной определенности квадратичной формы выражающей через определители Сильвестра: все n определителей Сильвестра матрицы [Р]   должны быть положительными, т.е.
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Как следует из (3.40)

, условия существования минимальной програм​мы в задачах квадратичного программирования не зависят от коорди​нат экстремальной программы и балансовых условий, а определимся только коэффициентами целевой функции задачи.
Ниже приведено несколько задач на поиск оптимальных программ квадратичного программирования.

Задача 3.3

Определить минимум целевой функции
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при выполнении балансового уравнения
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и обычных граничных условий 
[image: image245.wmf](
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Функция Лагранжа для задачи имеет вид:


[image: image246.wmf](
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Необходимые условия существования экстремума функции Лагранжа определяются системой уравнений:
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Из первых двух уравнений системы находим: 
[image: image248.wmf]12
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 Подставляя эти значения в третье уравнение системы, находим значение неопределенного множителя Лагранжа 
[image: image249.wmf]2
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. Таким обра​зом, оптимальная программа задачи имеет вид: 
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Проверим достаточные условия существования минимума задачи квадратичного программирования. Определители Сильвестра матрицы коэффициентов квадратичной формы
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соответственно равны:
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Все определители Сильвестра положительны, следовательно, оптимальная программа соответствует минимуму целевой функции.
Задача 3.4
Найти оптимальную программу, соответствующую минимуму целе​вой функции
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в области допустимых решений, определяемой балансовыми уравнени​ями

[image: image254.wmf]123
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и обычными граничными условиями 
[image: image255.wmf](

)

i

х0.

³


Функция Лагранжа для этой задачи имеет вид:
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Необходимые условия существования экстремума функции Лагранжа оп​ределяются системой уравнений:
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Из первых трех уравнений системы находим:
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Подставляя выражения в последние два уравнения системы, по​лучаем систему уравнений относительно неопределенных множителей Лагранжа:
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из которой определяем 
[image: image260.wmf]12
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Оптимальная программа задача имеет вид:
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Проверим выполнение достаточного условия существования минимума целевой функции. Определители Сильвестра от матрицы коэффици​ентов квадратичной формы


[image: image262.wmf]
соответственно равны


[image: image263.wmf]
Все определители Сильвестра положительны, следовательно, оптимальная программа соответствует минимуму целевой функции.

3.4. Градиентный метод

Этот метод является численным методом поиска экстремума целевой функции Z многих переменных и используется для решения задач оптимизации, когда аналитическое решение невозможно или является весьма громоздким. Метод применим при любом виде функции Z и уравнений ограничений при условии, что Z дифференцируема.

Градиентом скалярной функции 
[image: image264.wmf](
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 называется вектор, который по численному значению и направлению характеризует наибольшую скорость возрастания функции Z.

Формально градиент определяется следующим выражением:
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где 
[image: image266.wmf]i

e

 - единичный вектор, направленный вдоль оси 
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Координатами градиента являются частные производные функции Z по переменным 
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Скорость изменения функции в направлении градиента характеризуется модулем градиента
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Таким образом, направление градиента является направлением наискорейшего возрастания функции Z. Следовательно, противоположное направление (антиградиент) является направлением наискорейшего убывания функции Z. Это замечательное свойство градиента лежит в основе ряда итерационных методов минимизации целевой функции. Одним из таких методов является градиентный метод, описанный ниже.

С целью упрощения восприятия материала градиентный метод излагается ниже сначала для случая оптимизации без ограничений, а затем для случая оптимизации при наличии ограничений.

Оптимизация без ограничений. Этот метод, как и все итерационные методы, предполагает выбор начального приближения – некоторой точки 
[image: image270.wmf](
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 выбирается априорно, исходя из физического смысла решаемой задачи и имеющейся информации.

Будем считать, что начальная точка 
[image: image274.wmf](
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 уже выбрана. Тогда, двигаясь из начальной точки в направлении антиградиента, т.е. давая приращения координатам (аргументам) функции 
[image: image275.wmf]Z

 по каждой оси 
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, пропорциональные координатам 
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, мы переместимся в новую точку 
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Здесь  
[image: image281.wmf](
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 - приращение аргумента 
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[image: image283.wmf]w

 - коэффициент пропорциональности.

В точке 
[image: image284.wmf](

)

1

Z

 следует скорректировать направление дальнейшего движения, т.е. найти снова координаты градиента 
[image: image285.wmf](
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 (частные производные 
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), а затем делать новый шаг в направление антиградиента 
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 и переместиться в новую точку 
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 и т.д.

Таким образом, каждые последующие значения аргументов функции Z определяются через предыдущие согласно формуле
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где 
[image: image291.wmf]i
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dz
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 - частная производная функции Z по аргументу 
[image: image292.wmf]i
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 в 
[image: image293.wmf]k

-й точке.

Коэффициент 
[image: image294.wmf]w

 можно менять от шага к шагу, однако он должен быть одинаковым для всех аргументов (координат) при выполнении очередного шага.

Шаг изменения аргументов принято оценивать параметром 
[image: image295.wmf]h

, называемым длиной шага, или шагом градиентного метода
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Процедура поиска минимума функции Z, будет выглядеть следующим образом:

1) задается начальная точка 
[image: image297.wmf](
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 в допустимой области изменения аргументов;

2) находится градиент функции Z, т.е. его координаты 
[image: image299.wmf](
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 в точке 
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3) определяются приращения аргументов функции Z, пропорциональные координатам градиента:


[image: image301.wmf](

)

(

)

0

0

i

i

dz

х/z;

dx

D

=-w


4) вычисляются новые значения аргументов (координаты точки 
[image: image302.wmf](
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Данная процедура выполняется до тех пор, пока не выполнится условие
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где 
[image: image305.wmf]e

 и 
[image: image306.wmf]d

 - заданные числа, близкие к нулю, характеризующие допустимую погрешность решения задачи.

В процессе расчета 
[image: image307.wmf]h

 может оставаться одним и тем же на каждом шаге, либо изменяться. Существуют различные способы выбора 
[image: image308.wmf]h

. Рассмотрим наиболее употребительные на практике способы.

1. 
[image: image309.wmf]const
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 на протяжении всего расчета. В этом случае величина шага определяется по формуле
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Шаг 
[image: image311.wmf]h

 будет уменьшаться по мере приближения к точке экстремума, т.к. модуль градиента уменьшается (в точке экстремума 
[image: image312.wmf]gradZ0

=

). Это обстоятельство увеличивает необходимое число шагов, т.е. замедляет скорость приближения к экстремуму, увеличивая в конечном итоге время расчета.

2. Шаг постоянный. 
[image: image313.wmf]hconst

=

. Тогда коэффициент 
[image: image314.wmf]w

 определяется на каждом шаге по формуле
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В этом случае движение к точке экстремума происходит с постоянной скоростью, что уменьшает время расчета по сравнению с первым случаем. Однако, если выбрать шаг достаточно большим, то можно “проскочить” точку экстремума.

3. 
[image: image316.wmf]var

иhvar

w==

, т.е. величина шага меняется и его целесообразно уменьшать по мере приближения к точке экстремума. Если 
[image: image317.wmf]h

 известно, то 
[image: image318.wmf]w

 определяется по формуле 
(3.48)

. В этом случае можно выбрать  GOTOBUTTON ZEqnNum167356  \* MERGEFORMAT  таким образом, чтобы в данном направлении функция Z изменялась бы на максимально возможную величину.

Для этого представим Z на каждом шаге функцией одного аргумента 
[image: image320.wmf]w

 согласно (3.44)


                  
[image: image321.wmf](

)

(

)

(

)

kk

k

n

12

12k

kkk

dzdzdz

Zfx,x,...,x.

dxdxdx

æö

=+w+w+w

ç÷

ç÷

èø


 MACROBUTTON MTPlaceRef \* MERGEFORMAT (3.49)

Дифференцируя Z по 
[image: image322.wmf]w

, найдем
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и приравняем его к нулю
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Уравнение 
(3.50)

 позволяет найти значение  GOTOBUTTON ZEqnNum198228  \* MERGEFORMAT , доставляющее функции 
[image: image326.wmf](
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 максимум.

Такое определение 
[image: image327.wmf]w

 производится на каждом шаге, и новые значения аргументов функции Z определяются по формуле (3.44)

.

В этом случае градиентный метод называется методом наискорейшего спуска, т.к. очень быстро приводит к определению экстремума функции Z.

Пример 3.5
Найдем минимум функции 
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Очевидно, этот минимум расположен в точке 
[image: image329.wmf]12
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. Рассмотрим работу метода наискорейшего спуска.

Шаг 1
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)

(

)

(

)

(

)

(

)

(

)

(

)

(

)

(

)

22

1

2

1

11

12

z14251425;

dz

411220;0,326;

d

х140,3260,304;х250,3260,37;

z

х,х0,117.

w=+w++w++w+w

=+w=w=-

w

=-×=-=-×=

=


Таким образом, за один шаг функция z уменьшилась в 60 раз.

Шаг 2
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Функция z уменьшилась за 2 шаг в 3900 раз. Расстояние до точки минимума после двух шагов сократилось в 
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градиент уменьшился в 64 раза. Этот пример показывает быструю сходимость метода наискорейшего спуска.
Оптимизация при наличии ограничений. Пусть требуется минимизировать функцию
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при наличии m уравнений ограничений 
[image: image335.wmf](
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Произвольно выбираем m зависимых переменных, например 
[image: image337.wmf]12m

x,x,...,x

 и 
[image: image338.wmf](
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 независимых, например 
[image: image339.wmf]m1m2n

x,x,...,x

++

. Первоначально задаются, исходя из физического смысла решаемой задачи, значениями независимых переменных и определяют, используя уравнение (3.52)

, значения зависимых переменных и частные производные Z по независимым переменным


[image: image340.wmf]m1m2n
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Если все эти производные равны или близки к нулю, то получено оптимальное решение. Если эти производные не равны нулю, то необходимо сделать шаг по антиградиенту, изменив все независимые переменные по формулам градиентного метода (3.44)

.

Для измененных значений независимых переменных находят новые значения частных производных 
[image: image341.wmf]m1n

dz/dx,...,dz/dx

+

 и затем вновь изменяют независимые переменные и т.д. Расчет заканчивается тогда, когда абсолютные значения всех указанных частных производных станут меньше некоторой достаточно малой величины
[image: image342.wmf]e

. По полученным значениям независимых переменных, с помощью уравнений (3.52)

, определяют значения зависимых переменных, а затем значение минимизируемой функции Z.

Полученный минимум, однако, может быть локальным, а не глобальным. Только при выпуклости минимизируемой функции рассматриваемый метод позволяет определить глобальный минимум, да и то не во всех случаях. Однако в энергетических задачах, как правило, при выпуклости минимизируемой функции определяется глобальный минимум.

Применение градиентного метода значительно усложняется, если ограничения заданы полностью или частично в форме неравенств. В этом случае движение по антиградиенту допускается только при соблюдении всех ограничений. Для определения глобального минимума при этом требуется не только выпуклость целевой функции, но и выпуклость области ограничений.

3.5. Динамическое программирование

Динамическое программирование – это один из ви​дов нелинейного программирования, предназначенный для реше​ния задачи минимизации или максимизации нелинейной функции многих неизвестных.
В большинстве таких задач уравнения ограничений являются линейными, а минимизируемая функция - сепарабельной. Сепарабельность функции многих переменных имеет место, если функция равна сумме функций отдельных переменных.
Сущность динамического программирования сводится к рас​смотрению многошагового процесса, в котором на каждом шаге оптимизируется функция только одного переменного. Результаты, полученные для одного шага, запоминаются и используяются на следующих шагах. Многошаговый процесс может быть организован по времени или по отдельным объектам, участвующим в задаче оптимизации. Для примера рассмотрим решение следующей за​дачи.
Пример 3.6. Требуется минимизировать нелинейную сепарабельную функцию многих переменных:
                                              
[image: image343.wmf](

)

(

)

(

)

1122nn

zfxfx...fx

=+++


 MACROBUTTON MTPlaceRef \* MERGEFORMAT (3.53)

при ограничении
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Первый шаг. Определяется и запоминается 
[image: image345.wmf](
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 в пределе изменения 
[image: image346.wmf]1
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 от 0 до X.
Второй шаг. Определяется минимум z при нулевых значениях всех пере​менных, кроме 
[image: image347.wmf]1
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 и 
[image: image348.wmf]2

x

. Для этого требуется минимизировать функцию
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при условии 
[image: image350.wmf]1212
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 где может изменяться от 0 до X.
Используя уравнение ограничений, представим функцию  в виде
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При фиксированном значении 
[image: image352.wmf]12
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 функция 
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 зависит только от 
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. Минимальное значение

[image: image355.wmf](

)

(

)

12

мин112121

zminfxfXx.

=+-

éù

ëû


Обычные методы определения минимума функции одного переменного не всегда применимы для решения данной задачи, так как минимумы могут нахо​диться на границе области. Во всяком случае, при изменении 
[image: image356.wmf]1

x

 от 0 до 
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 всегда можно найти минимальное значение z12, которое будет являться функцией 
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Аналогично определяют оптимальные значения 
[image: image359.wmf]1
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 и 
[image: image360.wmf]2

x

, которые также зави​сят от 
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Три последние зависимости запоминаются. 
Третий шаг. Определяется минимум функции

[image: image362.wmf](
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при условии 
[image: image363.wmf]12313

хххХ

++=

 или 
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, причем 
[image: image365.wmf]13
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 изменяется от 0 до X. 
Используя условия ограничения, получим
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При фиксированном значении 
[image: image367.wmf]13
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 функция 
[image: image368.wmf]13

z

 зависит только от 
[image: image369.wmf]12
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. При изменении 
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 от 0 до 
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 и, используя уравнения огра​ничений, определить 
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Следующие шаги аналогичны предыдущим.
На последнем шаге получаются значения 
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 что, очевидно, является решением поставленной задачи.
Как видно из изложенного, динамическое программирование связано с получением и хранением излишней информации, что яв​ляется его недостатком. Запоминаемые в каждом шаге зависимости используются только в одной точке. Поэтому динамическое про​граммирование эффективно лишь в задачах, в которых требуется многократное применение этого метода при многочисленных изме​нениях X.
Если минимизируемая функция z не сепарабельна, а уравнения ограничения нелинейны (за исключением случая, когда уравнение ограничений содержит произведение переменных), то задача на​столько усложняется, что практически применение ее становится невозможным.
В энергетических задачах динамическое программирование мо​жет использоваться при оптимизации режимов энергосистем и режима развития.

и методические указания по их выполнению

Студентами заочной формы обучения выполняется контрольная работа, содержащая две задачи: применение методов линейного программирования и применение методов нелинейного программирования.

Номера вариантов задач выбираются студентами самостоятельно по номеру зачетной книжки. Например,
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Таблица 1

Варианты заданий к задаче № 1

	№

варианта
	Целевая 

функция
	Балансовые 

условия
	Граничные 

условия
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Таблица 2

Варианты заданий к задаче № 2

	№

варианта
	Целевая 

функция
	Балансовые 

условия
	Граничные 

условия
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Системы линейных уравнений можно решать любым известным Вам методом. В качестве примера ниже описывается решение системы линейных уравнений с помощью правила Крамера.

Рассмотрим систему линейных уравнений с тремя неизвестными 
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Если определитель системы (4.1)
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не равен нулю, то она имеет единственное решение.
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  (правило Крамера).
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 - определитель, получающийся из 
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 - алгебраическое дополнение элемента 
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 в определителе 
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Для нашего примера
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Для системы из двух уравнений
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Рис.2.1. Геометрическая интерпретация линейного программирования:


1, 2, 3 – ограничения соответствующих балансовых условий � GOTOBUTTON ZEqnNum890133  \* MERGEFORMAT � REF ZEqnNum890133 \! \* MERGEFORMAT �(2.5)��; ------  - изолинии целевой функции при фиксированной степени достижения цели � EMBED Equation.DSMT4  ���.
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Рис.3.1. Геометрическая интерпретация нелинейного программирования
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