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Основные понятия и определения
Принято различать постановку задачи для индивидуального и группового лица принимающего решение (ЛПР).

Постановка задачи для индивидуального ЛПР формально записывается в виде следующих условий:
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где слева от вертикальной черты находятся исходные данные задачи принятия решения, справа – неизвестные. Здесь приняты следующие обозначения: S0 – проблемная ситуация, T– время для принятия решения, Q– ресурсы; S={S1,…,Sn } – множество альтернативных ситуаций доопределяющих ситуацию S0 до полной группы взаимоисключающих, независимых или гипотетических ситуаций, причем сумма вероятностей их возникновения равна 1; A– множество целей; B– множество ограничений при принятии решений; Y– множество альтернативных вариантов решений, из которых должно быть выбрано единственное Y* – оптимальное решение; f(A, S, Y) – функция предпочтения для оценки решений; K– критерий выбора наилучшего решения Y*.

Под целью понимается идеальное представление желаемого состояния или результата деятельности, достигнутое в пределах выделенных ресурсов. Если фактическое состояние не соответствует желаемому, то имеет место проблема, а выработка плана действий по устранению проблемы и есть сущность задачи принятия решения. Проблемы возникают в следующих случаях: функционирование системы в данный момент не обеспечивает достижение поставленной цели; функционирование системы в будущем не обеспечит достижение цели; необходимо изменить цель деятельности.

Возникновение проблемы связано с определенными условиями, которые называются ситуациями. Совокупность проблем и ситуаций в ТПР называют проблемной ситуацией.

Субъектом всякого решения является ЛПР, для поддержки или консультаций которого привлекаются эксперты – специалисты по решаемой проблеме.

Принятие решения происходит во времени, поэтому вводится понятие процесса принятия решения, в ходе которого формируются альтернативные варианты решений и оценивается их предпочтительность. Предпочтение – это суммарная оценка качества принятия решения, основанная на объективном анализе (знании, опыте, расчетах, экспериментах и т.п.) и субъективном понимании эффективности решений (решение тем эффективнее, чем больше степень достижения целей и чем меньше затрат на реализацию этих целей). Решение называется допустимым, если оно удовлетворяет заданным ограничениям (ресурсным, правовым, этическим и т.п.). Допустимое решение называется оптимальным, если оно обеспечивает экстремум критерия выбора.

Для осуществления выбора лучшего решения индивидуальное ЛПР определяет критерии выбора, т.е признаки, на основании которых производится оценка, определение или классификация решений.

Таким образом, общая постановка задачи принятия решения для индивидуального ЛПР состоит в следующем:
в условиях проблемной ситуации S0, располагаемого времени T и ресурсов Q, необходимо доопределить ситуацию S0 множеством альтернативных ситуаций S, сформулировать множество целей A, ограничений B, множество альтернативных решений Y, произвести оценку предпочтений функции f и найти оптимальное решение Y* из множества Y, руководствуясь критерием выбора К.

Постановка задачи для группового ЛПР формально записывается в виде следующих условий:
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где F(f) – функция группового предпочтения, зависящая от индивидуальных предпочтений d-лиц, входящих в группу, т.е. от f=(f1,….,fd), L – принцип согласования индивидуальных предпочтений (например, принцип большинства голосов), т.е. выбор должен происходить на основе некоторого правила согласования индивидуальных предпочтений.
Общая постановка задачи принятия решения для группового ЛПР состоит в следующем:
в условиях проблемной ситуации S0, располагаемого времени T и ресурсов Q, необходимо доопределить ситуацию S0 множеством альтернативных ситуаций S, сформулировать множество целей A, ограничений B, множество альтернативных решений Y, произвести оценку группового предпочтений по функции F(f) и найти оптимальное решение Y* из множества Y, руководствуясь принципом согласования индивидуальных предпочтений L.
Задачи принятия решений классифицируют по следующим признакам:
· по степени структурированности условий (хорошо структурированные задачи, в которых все зависимости выявлены четко, выражены в числах или символах; неструктурированные, для которых имеется лишь качественное описание задачи; слабоструктурированные  или смешанные задачи);

· по степени определенности информации о множестве и критериях (предпочтениях) при выборе решений (если Y, K или L неизвестны, то речь идет об общей задаче принятия решений; если множество допустимых решений Y известно, то говорят о задаче выбора решений; если Y, K, L известны, то это задача оптимизации;

· в зависимости от того использовался или нет эксперимент, различают задачи принятия решений по апостериорным (опытным) данным или по априорным данным;

· по количеству лиц, принимающих решение (индивидуальные и групповые ЛПР), по количеству целей (одноцелевые и многоцелевые);
· по области применения решений (экономические, политические, технические и т.п.);

· по длительность действия решения (долговременные, среднесрочные, 
краткосрочные) и значимость (стратегические,  тактические).
Теория, которая рассматривает ситуации конфликта двух и более противников называется теорией антагонистических игр. В теории игр противников принято называть игроками. Предполагается, что каждый из игроков обладает конечным (бесконечным) множеством альтернативных решений. Это множество называют множеством стратегий игроков. Результаты игры характеризуются платежными функциями, которые зависят от стратегии игроков. Антагонистические игры с двумя игроками, в которых выигрыш одного равен проигрышу другого, получили название антагонистические игры двух лиц с нулевой суммой. Целью теории игр является выработка рекомендаций для разумного поведения игроков в конфликтных ситуациях, т.е. выработка оптимальных стратегий для каждого игрока. Под оптимальной стратегией игрока понимается такая стратегия, использование которой при многократном повторении игры обеспечивает игроку максимально возможный средний выигрыш или минимально возможный средний проигрыш. Игра G задается тройкой множеств (X, Y, L(x, y)), где X={x1, x2,…,xm}- множество стратегий 1-го игрока, Y={y1, y2,…,yn}- множество стратегий 2-го игрока, L(x, y) - платежная функция (ограниченная числовая функция одного из игроков, определенная на декартовом произведении множеств X×Y и равная математическому ожиданию выигрыша/проигрыша данного игрока). Функцию L задают в виде платежной матрицы Q=║qij║m×n, где qij=L(xi, yj).
Нижняя чистая цена игры равна 
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. Если α=β=ν, то игра имеет седловую точку (точка равновесия или точка Нэша), т.е. решение в чистых стратегиях. Это означает, что в платежной матрице имеется как минимум один элемент, который одновременно является минимумом в строке и максимумом в столбце платежной матрицы игры. Оптимальное решение достигнуто, если ни одному из игроков невыгодно изменять свою стратегию.
Если α<β, то при многократном повторении игры игроки должны использовать смешанные стратегии, когда чистые стратегии 1-й игрок чередует случайным образом с вероятностями ξ=(ξ1,…,ξm), а 2-й игрок – с вероятностями η=(η1,…,ηn), где ξi- вероятность применения 1-м игроком своей чистой стратегии xi, а ηj - вероятность применения 2-м игроком своей чистой стратегии yj, при условиях: 
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Активной называется такая стратегия xi или yj, которая входит в состав оптимальной смешанной стратегии ξ*=(ξ*1,…,ξ*m) или η*=(η*1,…,η*n) с вероятностью отличной от нуля, т.е. ξ*i>0 или η*j>0.
В статистических играх участвуют ЛПР и природа, под которой обычно понимают некоторую совокупность внешних не всегда определенных факторов, в условиях которых приходится принимать решение. Обозначим через E={E1,E2,…,Em} – множество альтернативных решений ЛПР, а через F={F1, F2,…, Fn} – множество состояний природы. Cтатистическая игра описывается матрицей E=║eij║m×n, где eij - оценка полезности i-го решения в j-й ситуации (выигрыш, надежность и т.п.). Задача теории статистических игр состоит в том, чтобы, используя критерий выбора, найти оптимальное решение ЛПР. Классическими критериями выбора считаются критерии максимина (ММ), Байеса-Лапласа (BL), Сэвиджа (S); производными критериями – критерии Гурвица (HW), Ходжа-Лемана (HL), Гермейера (G), BL(MM), произведений (Р).
Полезность - это величина, которую ЛПР максимизирует в процессе выбора решения.
Под измерением будем понимать процедуру сравнения решений по определенным показателям (признакам, характеристикам).
Шкала измерений – это совокупность трех систем: <M, N, f>, где М - эмпирическая система, состоящая из множества измеряемых решений и множества отношений между ними; N - универсальная числовая система, состоящая из множества действительных чисел и множества отношений между ними, f - взаимно однозначное или просто однозначное отображение эмпирически измеренных решений на числовую систему. Наиболее часто на практике используются следующие типы шкал измерений: наименований, порядковая, интервалов, отношений, разностей, абсолютная. Различают следующие методы субъективных измерений: ранжирование; парное сравнение; непосредственная оценка; последовательное сравнение.

Многокритериальная задача – ситуация для принятия решения, в которой альтернативы оцениваются в условиях неопределенности с точки зрения нескольких, иногда конфликтующих целей. Различают четыре источника неопределенности: неизвестные данные, неточный язык, неявное смысловое содержание и трудности, связанные с сочетанием взглядов различных экспертов. Парето-оптимальным называется решение многокритериальной задачи, для которого не существует более предпочтительного (любые два Парето-оптимальных решения являются недоминирующими по отношению друг к другу, а для любого решения, не принадлежащего множеству Парето, всегда найдется хотя бы одно Парето-решение, которое доминирует над ним). Парето-оптимальные решения несравнимы между собой, выбор из них единственного может быть сделан либо случайно, либо с привлечением дополнительной информации (эксперимент, опрос экспертов и т.п.).

Организация группового выбора требует учета поведения членов группы и согласования индивидуальных предпочтений. Организационные модели принятия решений принимают во внимание структурные и политические характеристики организаций. Наиболее распространенные на практике принципы группового выбора: большинства голосов, диктатора, Курно, Парето, Эджворта, - последние три из которых основаны на учете характера возможных отношений между коалициями группового ЛПР (статус-кво, конфронтация  или антагонизм, рациональность). Риск – это комбинация вероятности нежелательных последствий и/или величины возможных потерь. Определение риска с учетом многих критериев является задачей выбора решения: измерение уровня риска и способы его количественного определения; повышение безопасности крупномасштабных технологических систем; аварии и их анализ. Например, чтобы выяснить, к каким последствиям может привести авария, строится дерево событий. Если требуется понять, что может стать причиной аварии, строится дерево отказов, т.е. деревья отказов и событий являются взаимодополняющими методами анализа риска. К методам поиска решений по дереву относятся поиск в ширину, поиск в глубину, поиск на основе стоимости дуг, поиск с возвратом и т.п.
Интеллектуальная система поддержки принятия решений – это компьютерная система, состоящая из пяти основных взаимодействующих компонентов: языковой подсистемы, базы данных и средств их обработки, базы знаний о проблемной области (процедуры, эвристики, правила) и средств их обработки, подсистемы моделей и решателя задач.
Статистические методы обработки экспертной информации основаны на предположении, что отклонение оценок экспертов от истинных происходит по случайным причинам. Задача состоит в восстановлении истинных значений с наименьшей погрешностью. Степень согласованности экспертов определяется с помощью коэффициента конкордации. Алгебраические методы обработки экспертной информации состоят в том, что на множестве экспертных оценок задается некоторое метрическое расстояние и результирующая оценка определяется как оценка, сумма расстояний от которой до оценок экспертов минимальна. Методы шкалирования (простой ординации, метод троек, нелинейные методы, методы неметрического многомерного шкалирования, методы одномерного шкалирования) заключаются в том, что эксперты оценивают попарные различия между объектами и по ним устанавливают минимальный набор критериев и оценок, обуславливающих указанные различия.
1. Тема: Принятие решений в задачах теории антагонистических игр

В процессах принятия решений существуют ситуации конкуренции, когда два (или более) участника находятся в конфликте и каждый стремится как можно больше выиграть у другого (других). Эти ситуации отличаются от обычных процессов принятия решений тем, что принимающему решение противостоит мыслящий противник. К числу типичных примеров подобных ситуаций относятся тактическое планирование операций противоборствующих армий и рекламирование конкурирующих товаров.

Теория,  в которой рассматриваются подобные задачи принятия решений, известна как теория антагонистических игр. В теории игр противников принято называть игроками. Каждый игрок  имеет некоторое множество (конечное или бесконечное) возможных выборов, называемых стратегиями. Результаты или платежи задаются функциями, зависящими от стратегий каждого из игроков. Игры с двумя игроками, в которых выигрыш одного из них равен проигрышу другого,    известны как игры двух лиц с нулевой суммой. В данной теме рассматриваются игры двух лиц с нуле​вой суммой.
1.1. Игры двух лиц с нулевой суммой
Существуют два способа описания игр: позиционный и нормаль​ный. Позиционный способ дает развернутую форму игры в виде дереза игры. Нормальный способ явно представляет совокупность стратегий игро​ков и платежную функцию в матричном виде.
Пусть задана антагонистическая игра двух лиц с нулевой сум​мой в нормальной форме:
G = ( X , Y , L ), 

где Х={x1,..,xm} - множество стратегий игрока А (1-й игрок), Y={у1,..,уn} -множество стратегий игрока Б (2-й игрок), L(х,у) - ограниченная числовая функция одного из игроков, определенная на декартовом произведении множеств Х на У и равная математическому ожиданию выигрыша. Функцию L обычно задают в виде платежной матрицы Q=||qij||nxm. где qij=L(xi,yj). Цели у игроков противоположны: игрок А максимизиру​ет выигрыш, а игрок Б минимизирует проигрыш (или наоборот). Трудность состоит в том, что один из игроков не контролирует платежную функцию L(x,у). Существо рекомендаций теории игр к состоит в преодолении этой трудности (впрочем, это справедливо лишь для рассматриваемых игр, так как если игроков больше двух, то возникает возможность образования коалиций с договорным распределением выигрыша !).
Следующие примеры показывают,    каким образом строится модель игры.
Игра полковника Блотто.

Полковник Блотто и его противник пытаются занять две позиции, распределив надлежащим образом свои силы. Допустим, что Блотто имеет 4 полка, а его противник – 3 полка, которые следует распределить между двумя позициями. Платеж полковнику Блотто определяется следующим образом. Если у Блотто на данной позиции полков больше, чем у его противника, то он получает все полки противника на данной позиции плюс еще один его полк, так как ус​ловно считается, что занятие позиции эквивалентно захвату одного полка. Если на данной позиции у Блотто меньше полков, чем у его противника, то он теряет все свои полки на данной позиции плюс еще один полк. Общий платеж равен сумме платежей на обеих позициях.  У полковника Блотто есть пять стратегий для распределениядения четырех полков на двух позициях. У его противника имеется четыре стратегии.  Матрица платежей Q полковник Блотто имеет следующий вид:

         |(3,0) (0,3) (2,1) (1,2)
                                                          _____|__________________

(4,0) |    4         0         2        1
                                       Q =     (0,4) |    О       4        1        2
                                  (3,1) |    1        -1         3         О
                        (1,3) |  -1    1      0     3

                                               (2,2)    |   -2       -2        2        2
Двухпальцевая игра Морра.

Каждый из двух игроков показывает один или два пальца и одновременно называет количество пальцев, которое, по его мнению, покажет противник. Если один из игроков угадывает правильно, то он выигрывает сумму равную сумме пальцев, показанных им и его противником, иначе игра заканчивается вничью.

Решение. Вначале необходимо определить, сколько стратегий у каждого игрока. Очевидно, четыре: (1, 1), (1, 2), (2, 1), (2, 2), - где первое число указывает на то, сколько пальцев показывает игрок, а второе – сколько пальцев называется. Игра состоит из 4х4 = 16 партий, а платежная матрица игры имеет вид:

	
	2-й игрок

	
	(1,1)
	(1,2)
	(2,1)
	(2,2)

	1-й игрок
	(1,1)
	0
	2
	-3
	0

	
	(1,2)
	-2
	0
	0
	3

	
	(2,1)
	3
	0
	0
	-4

	
	(2,2)
	0
	-3
	4
	0


Для поиска оптимальной стратегии в теории игр используется «пессимистический» критерий, называемый критерием  максимина/минимакса и основанный на выборе наилучшей из наихудших возможностей. Почему? - В ТИ предполагается, что оба игрока одинаково сильны, не прощают ошибок. Предполагается, что оптимальное решение достигнуто, если ни одному из игроков невыгодно изменить свою стратегию (точка равновесия или седловая точка), т.е. достижение компромисса в реальном конфликте сторон, имеющих противоположные интересы, является выгодным для каждого из противников. Любопытно отметить, что всякая игра с полной информацией (крестики/нолики, шашки, шахматы и т.п.) обязательно имеет седловую точку. Рассмотрим пример. Пусть задана платежная матрица вида:

	

	Q =
	
	y1
	y2
	y3
	y4
	

	
	x1
	6
	0
	7
	3
	0

	
	х2
	4
	3
	5
	16
	3

	
	х3
	5
	1
	-6
	8
	-6

	
	
	6
	3
	7
	16
	


Тогда максимин или нижняя чистая цена игры равна: [image: image6.wmf](
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Минимакс или верхняя чистая цена игры равна:
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Можно доказать, что всегда α≤β. Для данной матрицы 
[image: image8.wmf]C
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, т.е. игра имеет седловую точку (точка равновесия или точка Нэша). Здесь 
[image: image9.wmf]C

 – чистая цена игры, а сама игра называется игрой с седловой точкой.

Если игра имеет седловую точку, то это означает, что в платежной матрице имеется как минимум один элемент, который одновременно является минимумом в строке и максимумом в столбце. 

К сожалению, подавляющее большинство игр не имеют седловой точки. Возникает вопрос: если 
[image: image10.wmf]b

a

<

, то чему равна цена игры и какие стратегии рекомендовать игрокам в качестве оптимальных стратегий? – Оказалось, что если допускать в игре не только чистые стратегии, но и их смешивание, т.е. чередование выбора чистых стратегий случайным образом с некоторыми вероятностями, то можно найти решение, т.е. цену игры и оптимальные стратегии игроков. Так в игре Морра α = -2, β = 2, т.е. интервал [-2, 2] является как бы ничейным и каждый из игроков может попытаться улучшить свой результат на этом интервале.

Итак, мы приходим к важнейшему понятию для игр без седловой точки: при многократном повторении игры игроки должны использовать смешанные стратегии, когда чистые стратегии чередуются случайным образом с некоторыми вероятностями. 

В общем случае, обозначим через 
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 смешанные стратегии 1-го 
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 игроков, в которых 
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 – вероятность применения 1-м игроком своей чистой стратегии 
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, 
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 – вероятность применения 2-м игроком своей чистой стратегии 
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Обязательно выполнение следующего условия:
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Возможность нахождения каждым игроком своей оптимальной стратегии базируется на основной теореме теории игр. Она является доказательством существования решения для каждой конечной антагонистической игры двух лиц с нулевой суммой. В 1927г. Э. Борель сформулировал основную теорему теории игр, а в 1928г. Дж. Фон Нейман доказал эту теорему. Приведем без доказательства формулировку теоремы.

Основная теорема теории игр. Всякая конечная антагонистическая игра 2-х лиц с нулевой суммой имеет цену и у каждого игрока имеется, по меньшей мере, одна оптимальная стратегия.

Как и большинство фундаментальных математических теорем о существовании решения, данная теорема не позволяет определить, является ли та или иная стратегия оптимальной, а также найти решение игры, т.е. цену игры и множество оптимальных стратегий.

Начнем с первого вопроса: как определить, является ли некоторая стратегия оптимальной или нет? Доказано, что оптимальные стратегии игроков 
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 обладают следующим свойством:
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, причем цена игры 
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Удалось также доказать следующее. Чтобы стратегии 
[image: image22.wmf]*

z

 и 
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 были оптимальными необходимо и достаточно выполнение следующих неравенств:
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Определим на примере для игры Морра, являются ли оптимальными следующие смешанные стратегии:
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Вначале вычислим 
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Далее, приступим к проверке приведенных выше неравенств. Если для некоторого значения i или j неравенства не выполняются, то стратегии ξ или η будут неоптимальными и проверку на оптимальность можно останавливать. Итак, вычисляем 
[image: image37.wmf](

)

h

,

i

x

L

 и 
[image: image38.wmf](

)

j

y

L

,

x

: 


[image: image39.wmf](

)

;

7

1

7

9

8

0

0

7

3

3

7

2

2

0

0

,

*

1

-

=

-

=

×

+

×

-

×

+

×

=

h

x

L



[image: image40.wmf](

)

(

)

(

)

;

0

,

;

0

,

;

0

,

*

4

*

3

*

2

=

=

=

h

h

h

x

L

x

L

x

L



[image: image41.wmf](

)

;

0

5

2

3

5

3

2

0

0

,

1

=

×

+

×

-

×

=

y

L

z



[image: image42.wmf](

)

(

)

(

)

.

5

1

,

;

0

,

;

0

,

4

3

2

=

=

=

y

L

y

L

y

L

z

z

z



[image: image43.wmf](

)

1

,

y

L

x

=0, 
[image: image44.wmf](

)

2

,

y

L

x

=0, 
[image: image45.wmf](

)

3

,

y

L

x

=0, 
[image: image46.wmf](

)

4

,

y

L

x

=1/5.

Видно, что неравенства справедливы для всех индексов 
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, следовательно, стратегии 
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 и 
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 являются оптимальными, а цена игры L(ξ,η)=
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Существует ряд операций, которые можно выполнить над платежными матрицами, не изменяя множество оптимальных стратегий (это бывает полезно при поиске решения игры). Например, прибавление или умножение на константу всех элементов матрицы 
[image: image51.wmf]Q

 не изменит оптимальных значений, однако цена игры изменяется на ν+Const или ν*Const. При перестановке строк или столбцов матрицы 
[image: image52.wmf]Q

 происходит перестановка составляющих оптимального решения без изменения цены игры. Можно также переставить игроков, тогда элементы платежной матрицы транспонируются с обратным знаком.
Поиск решения игры (цены игры и оптимальных стратегий для 1-го и 2-го игроков) обычно начинается с исследования игры, т.е. с ответа на следующие вопросы:

· Имеется или нет в игре седловая точка (в случае положительного ответа решение можно считать найденным, т.к. седловая точка указывает на цену игры и определяет оптимальные чистые стратегии игроков)?

· Если седловая точка отсутствует, то нельзя ли упростить игру?

Только после этого приступают к поиску решения.

На чем основывается упрощение игры? – На исключении заведомо невыгодных, дублирующих или доминирующих стратегий. Отметим также одно связанное с этим важное понятие, которое используется в некоторых методах решения игр. Речь идет о понятии активной стратегии. Активной называется такая стратегия, которая входит в состав оптимальной смешанной стратегии с вероятностью отличной от нуля, т.е. 
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В теории игр доказано следующее утверждение. Если один из игроков применяет свою оптимальную смешанную стратегию, то его выигрыш или проигрыш остается неизменным  и равным цене игры, независимо от того, какую смешанную или чистую стратегию применяет другой игрок, если только этот игрок не выходит за рамки своих активных стратегий.

С другой стороны, необходимо понимать, что всегда наиболее выгодным является применение оптимальных стратегий. Использование игроком активных, но неоптимальных стратегий не приносит ущерба до тех пор, пока противник придерживается своей оптимальной стратегии, иначе он может «наказать» игрока, использующего активные, но неоптимальные стратегии.

Это очень важное положение используется при определении решения игры методом выделения подматриц, основанным на процедуре поиска активных стратегий. Метод заключается в декомпозиции исходной платежной матрицы на совокупность игр с простыми подматрицами, для которых нетрудно определить оптимальные решения, и в получении из них путем композиции решения исходной игры.

Известны и другие методы. Наиболее практичными из них являются геометрический метод, метод последовательных приближений и метод сведения игровой задачи к задаче линейного программирования. Прежде чем рассматривать эти методы, проанализируем простейшую игровую задачу, которая описывается матрицей (2×2).
1.2. Аналитическое решение игры (2×2)
Рассмотрим вначале простейший случай – игру, которая описывается матрицей (2×2), в общем случае имеющей следующий вид:
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Необходимо найти решение игры, т.е. найти: цену игры 
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 и оптимальные стратегии

игроков 
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Считаем, что в игре нет седловой точки и данную матрицу нельзя упростить, т.е. обе стратегии игроков являются активными (иначе игра имела бы седловую точку.т.ре нет седловой точки и  матрицей ()ниеированияатам вычисления показателей согласованности мнений экспертов
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Воспользуемся ранее приведенным утверждением. Для игры (2×2) оно означает следующее.

Если первый игрок применяет свою оптимальную смешанную стратегию 
[image: image67.wmf]{
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, а его противник применяет одну из своих активных чистых стратегий, то выигрыш первого остается неизменным и равным цене игры. Отсюда получаем:
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Кроме того, справедливо уравнение 
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Решая данную систему из трех уравнений с тремя неизвестными, получим, что
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Аналогично рассуждая, можно вычислить оптимальную стратегию 
[image: image71.wmf]*
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 для 2-го игрока, решив систему уравнений вида: 
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Получим 
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1.3. Геометрический метод решения игр
Геометрический метод позволяет найти приближенное решение игры с платежной матрицей размером (2×2), (2×n), (m×2). При наличии определенного пространственногои воображения можно также попытаться решить геометрически игру (3×3). 

Решим вначале игру (2×2) с матрицей следующего вида:
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Здесь 
[image: image79.wmf]4
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, т.е. седловой точки игра не имеет.

Ожидаемые выигрыши 1-го игрока, применяющего смешанную стратегию ξ=(ξ1, ξ2), если 2-й игрок отвечает своими чистыми стратегиями y1 и y2 , равны:


[image: image80.wmf](

)

(

)

(

)

3

2

1

,

1

21

21

11

1

1

21

1

11

2

21

1

11

1

*

+

=

+

-

=

-

+

=

+

=

z

z

z

z

z

z

z

q

q

q

q

q

q

q

y

L



[image: image81.wmf](
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Аналогично, ожидаемые проигрыши 2-го игрока, применяющего смешанную стратегию η=(η1, η2), если 1-й игрок отвечает своими чистыми стратегиями х1 и х2 , будут равны:
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Видно, что функции 
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 линейно зависят от 
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 и 
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. В соответствие с критерием оптимальности (максимин/минимакс) 1-й игрок должен выбирать 
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так, чтобы максимизировать свой минимальный ожидаемый выигрыш, а 2-й игрок выбирать 
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так, чтобы минимизировать свой максимальный проигрыш. Эта задача может быть решена графически, путем построения прямых линий, соответствующих линейным функциям L(ξ, yj ) и L(xi ,η).

Найдем геометрически вначале цену игры и оптимальную стратегию 1-го игрока. С этой целью на оси абсцисс выбирается отрезок длиной 1. Левый край отрезка будет соответствовать чистой стратегии 1-го игрока 
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, правый – 
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. Через начало и конец отрезка единичной длины проводятся две оси ординат, точки на которых будут соответствовать значениям выигрыша 1-го игрока, если 2-й игрок применяет свои чистые стратегии y1 и y2.

Тогда все множество смешанных стратегий 1-го игрока представляется точками, образующими прямую линию, которая соединяет крайние точки соответствующие чистым стратегиям. Например, если 1-й игрок применяет свою чистую стратегию х1 (ξ1 =1), то при стратегии 2-го игрока y1 платеж согласно уравнению 
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, а при стратегии y2 - 
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 . Наоборот, если 1-й игрок применяет свою чистую стратегию х2 (ξ1 =0), то при стратегии 2-го игрока y1 платеж будет равен 3+2ξ1 =3, а при стратегии y2 – (4-3ξ1)=4. Соответствующие точки соединяем прямыми (y1 y1) и (y2 y2), поскольку средний платеж при смешанных стратегиях соответствует ординатам точек, расположенных на прямых, соединяющих указанные крайние точки.

В соответствие с принципом максимина/минимакса оптимальная стратегия 1-го игрока находится в точке максимума на нижней огибающей двух прямых. Из этой точки опускаем перпендикуляр на ось абсцисс. Высота перпендикуляра будет равна цене игры (ν ≈ 17/5). Расстояние от точки пересечения перпендикуляра с осью абсцисс до правого конца единичного отрезка будет равно ξ1* ( ≈1/5), а расстояние от точки пересечения перпендикуляра с осью абсцисс до левого конца единичного отрезка будет равно ξ2* ( ≈4/5).

Для того, чтобы найти 
[image: image93.wmf]*
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 – оптимальную стратегию 2-го игрока можно воспользоваться построенным графиком или построить новый график для 2-го игрока.

Рассмотрим обе возможности. На существующем графике через точку максимина проведем прямую параллельную оси абсцисс (см. рис ниже). 
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или 
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Обозначим точки ее пересечения с осями ординат через M и N. Тогда η* =( η*1 , η*2) вычисляется по указанным выше формулам и приближенно равно (3/5, 2/5).

Более точное решение получается, если построить новый график для 2-го игрока по аналогичной схеме. Отличие состоит в том, что на графике строится верхняя огибающая ломаная линия, поскольку 2-й игрок стремится минимизировать свой максимальный проигрыш при стратегиях 1-го игрока х1 , х2 . Из точки минимума на верхней огибающей опускаем перпендикуляр на единичный отрезок оси абсцисс и определяем η* =( η*1 , η*2)≈(3/5, 2/5).
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Справедливо следующее утверждение. В любой конечной игре существует решение, в котором число активных стратегий каждого игрока не превосходит числа 
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Отсюда следует, что игры вида (m×2) и (2×n) сводятся к решению игры (2×2).

Рассмотрим, например игру (2×4), в которой нет седловой точки, а платежная матрица имеет вид:
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Найдем вначале цену игры и оптимальную стратегию 1-го игрока. Из утверждения следует, что у 2-го игрока из четырех стратегий только две являются активными. Построим график, состоящий из 4-х прямых соответствующих смешанным стратегиям 1-го игрока, при условии, что 2-й игрок отвечает чистыми стратегиями y1 , y2 , y3 , y4 . Найдем на графике точку максимума на нижней огибающей (см. рис. ниже). Видно, что ν≈2.5, ξ*1  ≈1/2, ξ*2  ≈1/2.
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Поскольку на графике в точке максимума пересеклись три прямых (y2 , y3 , y4), то мы можем выбрать из них любую пару прямых с противоположными наклонами, например, 
[image: image105.wmf]4
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 (это означает, что у 2-го игрока имеется неединственная оптимальная стратегия). Если активными являются стратегии y3 и y4, то  η*1=η*2=0. Для нахождения η*3 и η*4 построим новый график их двух прямых (см. рис. ниже), из которого определяем, что оптимальная стратегия 2-го игрока η*=(0, 0, 7/8, 1/8). Подстановкой η* в выражение для ожидаемого проигрыша 2-го игрока можно проверить точность найденного решения, которое должно совпасть с ценой игры ν. Например, L(x1, η*)= 4·0+3·0+2·7/8+6·1/8=5/2. Аналогично можно рассмотреть комбинацию двух других прямых с противоположным наклоном (y2 , y3), которая дает другое оптимальное решения для 2-го игрока: η*=(0, 1/2, 0, 1/2). Любое средневзвешенное комбинаций прямых (y2 , y3) и (y3 , y4) также будет давать оптимальное решение, в которое отличной от 0 вероятностью будут входить стратегии y2, y3,y4 (проверить самостоятельно).
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Аналогичным образом решается игра (m×2).

В трехмерном пространстве можно решать игры (m×3), (3×n), сводя их к игре (3×3).
1.4. Решение игры методом последовательных приближений

В этом методе используется математическое моделирование игры. На каждом ходе каждый игрок выбирает такую чистую стратегию, которая является наилучшей с учетом всех предыдущих ходов противника, рассматриваемых как некоторая «смешанная» стратегия.

Относительные частоты применения этих стратегий определяют приближенное значение оптимальной смешанной стратегии, а средний выигрыш - приближенное значение цены игры.

Идея метода состоит в следующем. Пусть 1-й игрок выбирает чистую стратегию 
[image: image106.wmf]i

x

, на что 2-й игрок отвечает стратегией 
[image: image107.wmf]j

y

, которая наименее выгодна для первого. На этом ход противника 1-й игрок отвечает стратегией xk , которая дает ему максимальный выигрыш. Далее, 2-й игрок отвечает на пару ходов 1-го игрока той стратегией, которая дает ему наименьший средний проигрыш за пару ходов и т. д.

По-сути, метод реализует некоторую модель взаимного обучения игроков, когда каждый из них на опыте «прощупывает» поведение противника и старается ответить наилучшим для себя образом. Доказано, что процесс последовательного приближения сходится, хотя очень медленно. При большом числе партий средний выигрыш приближается к цене игры, относительные частоты применения игроками своих стратегий – к оптимальным значениям вероятностей. Трудоемкость метода практически линейно зависит от размеров исходной матрицы. Рассмотрим пример. Пусть дана матрица игры следующего вида:
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Cведем все результаты вычислений в таблицу:
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 – номер партии (партия = 2 полухода);
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 – номер чистой стратегии первого игрока, выбранной в партии 
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 – общий платеж 1-му игроку после 
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 партий, если 2-й все время применяет стратегию 
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 – наименьший средний выигрыш 1-го за 
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 – номер чистой стратегии 2-го игрока в 
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-ой партии;
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 – общий платеж 1-му игроку, если он все время использует стратегию 
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 – приближенное значение цены игры, равное 
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После 12 ходов получаем: 
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Для сравнения точное значение ν = 1, 
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Отметим, что важно знать заранее приближенное значение цены игры, чтобы вовремя остановить процесс компьютерного моделирования игры. Подходящим условием останова для метода последовательных приближений является достижение положения «равновесия», при котором все общие платежи 
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 совпадают между собой.

Доказано, что процесс сходится при 
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. При этом приближенное значение ν стремится к цене игры, а ξ и η могут колебаться около значения оптимальных стратегий. Трудоемкость метода снижается, если в ходе каждого приближения определять не только номер очередной чистой стратегии, но и то, сколько раз подряд она должна применяться.

1.5 Решение игр (m×n) методом линейного программирования

Теория игр находится в тесной взаимосвязи с линейным программированием (ЛП): любая конечная игра двух лиц может быть сведена к паре двойственных задач ЛП, и наоборот, задача ЛП может быть представлена как игра двух лиц. Таким образом, после сведения к игровой задачи к задаче ЛП можно применить любой известный метод (например симплекс-метод) и получить не приближенное, а точное решение игровой задачи.

Пусть дана игра 
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. Будем считать, что в ней отсутствует седловая точка и удалены все доминируемые стратегии. Требуется найти точное решение. При m, n≥3 геометрическая интерпретация становится затруднительной.

Цена игры и оптимальные стратегии игроков могут быть определены путем сведения игровой задачи к паре двойственных задач ЛП.

Из свойств оптимальных стратегий следует, что если 1-й игрок использует оптимальную смешанную стратегию, а 2-й игрок использует любую из своих чистых стратегий 
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Кроме того 
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Аналогичные соотношения могут быть составлены и для 2-го игрока:
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где 
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Без ограничения общности будем считать, что цена игры 
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, qij>0. Если в этом есть сомнения, то необходимо воспользоваться операцией приведения матрицы к виду без отрицательных элементов путем прибавления некоторой константы.

Разделим неравенства (1) и равенство (2) на цену игры ν и введем переменные pi и zj: 
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После подстановки переменных в (1), (2) и (1*), (2*) получаем прямую и двойственную задачи ЛП следующего вида.

Прямая задача: 
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Двойственная задача: 
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Однако из теории ЛП известно, задача ЛП не всегда имеет решение, в отличие от конечной игры 2-х лиц с нулевой суммой (см. основную теорему теории игр). Следовательно, необходимо доказать, что в полученной паре двойственных задач всегда существует допустимое решение и целевая функция (ЦФ) является ограниченной.

Действительно, предположим, что в полученной задаче ЛП нет допустимого решения. Чтобы опровергнуть это, нужно указать на существование хотя бы одной точки в пространстве поиска решений, в которой все условия-ограничения выполняются. Какая это точка?

Поскольку все 
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. Тогда точка с координатами p1 =1/ μ, р2 = р3 =…= рm =0 является допустимым решением, т.к. она удовлетворяет условиям (2).

Целевая функция для прямой задачи ЛП минимизируется, поэтому она должна быть ограниченной снизу. В самом деле, все pi ≥0, а коэффициенты в выражении (1) положительны, следовательно, целевая функция ограничена снизу нулем!

После сведения к задаче ЛП и ее решения любым известным методом, необходимо вернуться к исходной игровой задаче и определить цену игры и оптимальную стратегию игроков, исходя из следующих соотношений: 
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где i=1,…, m, j=1,…, n.

Рассмотрим пример. Найти решение игровой задачи следующего вида:
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В матрице имеются отрицательные элементы, поэтому прибавляем ко всем элементам число 3 (цена игры увеличится на 3, на оптимальность стратегий операция не влияет):
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Пара двойственных задач будет выглядеть следующим образом:

прямая задача:
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двойственная задача:
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Составим симплекс-таблицу для прямой задачи (выбор зависит от того, какая из задач имеет меньшее число ограничений, что в свою очередь зависит от числа стратегий игроков) и приведем ее к каноническому виду (изменить знаки в строке целевой функции на обратные). Она будет иметь следующий вид:
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Разрешающий элемент для шага жорданова исключения выбираем исходя из известного условия: 
[image: image220.wmf]ij

j

a

b

max

, причем 
[image: image221.wmf]0

<

j

b

,


[image: image222.wmf]0

>

ij

a

. Делаем шаг жорданова исключения с разрешающим элементом а31, получаем следующую симплекс-таблицу:
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Найдено допустимое решение, поскольку выполняется условие о том, что все элементы столбца свободных членов должны быть неотрицательны.

Ищем оптимальное решение, выбирая в качестве разрешающего элемента элемент а12 , найденный их условия:
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Выполняя шаг жорданова исключения, получим новую симплекс-таблицу:
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Оптимальное решение не достигнуто (все элементы строки ЦФ неположительны), поэтому выбираем новый разрешающий элемент, используя предыдущее условие (элемент а23), делаем шаг жорданова исключения и получаем новую симплекс-таблицу, которая удовлетворяет условию оптимальности и одновременно является решением прямой и двойственной задачи ЛП. Из полученной таблицы следует, что цена игры
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1.6. Варианты заданий для самостоятельной работы

1. Построить платежную матрицу для следующих игр.
а) Сторона А посылает в район расположения противника Б два бомбардировщика I и II, причем первый летит впереди, а второй сзади. Один из бомбардировщиков (заранее неизвестно какой) дол​жен нести бомбу, а другой выполняет функцию сопровождения. В рай​оне противника бомбардировщики подверглись нападению истребителя стороны Б. Оба бомбардировщика вооружены пушками. Если истреби​тель атакует задний бомбардировщик, то по нему ведут огонь только пушки этого бомбардировщика, поражающие цель с вероятностью 0,3. Если истребитель атакует передний бомбардировщик, то по нему ве​дут огонь пушки обоих бомбардировщиков и поражают его с вероятностью 0,51. Если истребитель не сбит, то он поражает выбранный бомбардировщик с вероятностью 0,8. Выигрыш стороны А-это вероятность поражения носителя бомбы.
б) Игрок А выбирает одно из чисел:1,2 или 3. Игрок Б пыта​ется угадать выбранное число. При каждой догадке игрока Б игрок А отвечает "много", "мало" или "правильно". Игра ведется до правильной отгадки. Платеж игроку А - число догадок, которое требуется игроку Б, чтобы получить правильный ответ.
в) Игроки А и Б независимо друг от друга выбирают одно из чисел 1,2 или 3. Если выбранные числа совпадают, то игрок А платит  игроку Б сумму в размере выбранного числа. В противном случае игрок а получает от игрока Б сумму, равную числу, выбранному иг​роком Б.
г) Две фирмы А и Б производят два конкурирующих товара. Каждый товар в настоящее время "контролирует" 50% рынка. Улучшив качество товаров, обе фирмы собираются развернуть рекламные компании. Если обе фирмы не будут этого делать, то состояние рынка не изменится. Однако если одна из фирм будет более активно рекламировать свои товары, то другая фирма потеряет соответствующий процент потребителей. Обследование рынка показывает, что 50% потенциальных потребителей получают информацию посредством телеви​дения. 30% - через газеты, 20% - через радиовещание. Цель каждой фирмы - выбрать подходящие средства рекламы.
2. Укажите область значений р и q, для которых партия (Х2,У2) будет седловой точкой в игре:

                   ___|_ y1__у2__у3_                                          ___|_ y1__у2__у3_       
           a)           
        Х1  |   1    q     6  
                 б)                   Х1  |   2     4     5                                                        

                                  Х2  |   p    5    10               
                          Х2  |  10    7     q 

                                 Х3   |   6    2     3
                                       Х3   |   4     p     6
3.  Доказать,  что  платежная  матрица  Q=||qij||nxn , где qij < qi,j+1,имеет седловую точку.
4.   Доказать, что платежная матрица Q=||qij||mxn, где qi,j = i-j имеет седловую точку.
5.  Доказать, что если каждая подматрица 2x2 матрицы Q имеет седловую точку, то матрица Q также имеет седловую точку.
6.   Привести примеры таких матриц А и В, что цена игры:
a) v(A+B) > v(A)+v(B)
б) v(A+B) < v(A)+v(B)
в) v(A+B) = v(A)+v(B).
7.   Определить выигрыш игрока А в игре с матрицей Q, если игрок А выбрал смешанную стратегию ξ(х). а игрок Б - смешанную стратегию η(у):
а)  2 3 4 0
б) 8 2 3 5 1
в) 1   2  3  4
г) 2 0 4 4
     3  2 0 1
   6 5 7 2 5
     5  6  7  8
    3 2 0 2
     4 0 5 1
   8 4 2 3 1
   12 11 10 9
    4 5 0 1
     0 4 0 2
  2 7 4 6 10            2   5   3  1
    2 4 2 3
а) ξ(х) = (1/4,1/4, 1/4,1/4)     б) ξ(х) = (2/5, 2/5, 1/5,0)
    η(у) = (1/8, 3/8,1/8,3/8)          η(у) = (1/2,1/4, 0, 0,1/4)
в) ξ(х) = (l/4,1/4, 1/4, 1/4),   г) ξ(х) = (1/4,3/8, 3/8,0)  
    η(у) = (1/8, 3/8,1/8,3/8)        η(у) = (0,1/4,1/2,1/4).
8. Проверить, являются ли стратегии ξ(х) и η(у) оптимальны​ми в игре с матрицей:
а)  5 50 50
б) 2  0  2  3
в) 1   2  3
г) 3 3 2 2 6
     1  1 0.1
     3  1 0  2
     5  6  7
    0 4 2 6 2
    10 1 10
    4   0 1  4
     2   5  3
    7 3 6 2 2
     

    0   3 2  2   
а) ξ(х) = (1/6,0, 5/6)     

б) ξ(х) = (1/8, 3/8,1/8,3/8)
    η(у) = (49/54, 5/54,0)                 η(у) = (0,1/2,1/2,0)
в) ξ(х) = (1/3,1/3, 1/3)               г) ξ(х) = (1/3,1/3, 1/3)  
    η(у) = (1/2, 0,1/2)                      η(у) = (1/3,0,1/2,0,1/6).
9.   Матрица размером mxm называется латинским квадратом, ес​ли каждая строка и каждый столбец ее содержат некоторую переста​новку из чисел от 1 до m. Найти цену игры для платежной матрицы, которая является латинским квадратом.
10.   Обоснуйте ответ на вопрос: может ли строка матрицы иг​ры, в которой все элементы не превосходят цены игры, а некоторые меньше этого значения, входить с ненулевой вероятностью:
а)  в некоторую оптимальную стратегию игрока А ?
б)  в любую оптимальную стратегию игрока А ?
В случае положительного ответа привести конкретный пример.
11.   Найти. решение геометрическим методом:
а) 2  3  -4  5  -1  0
б) 7   1   -2   6   3   4
в) 1  5

г)  -2   4

    4 -1   9  5   3   2
     1   5   3    -5  3  2
    6  0

      0  -1







    3  3

      2   2







  -1   7

      6  -5







   4   2

      1   4







   8   5

     -3   5
12. Доказать, что игра имеет решение в чистых стратегиях:
а) a  b

б) a e a e a e a e 
    с  d

    b f b f  f b f b
    a  d

    c g g c c g g c
    с  b
где a, b, c, d. e, f, g - произвольные числа.
13. Найти хотя бы одно решение в игре с платежной матрицей:
а)  Q=||qij||mxn , если qij = {  1, i<>j  0, i = j, причем n>=m
б)  Q=||qij||mxn , если qij = {  1, i<>j  0, i = j, причем n<m
в) q  2q   1/2    2q    1/4  2q    1/6  ...
    q   1    2q     1/3    2q   1/5   2q  ...
г)
	0
	0
	0
	0
	0
	0

	4
	2
	0
	2
	1
	1

	4
	3
	1
	3
	2
	2

	4
	3
	7
	-5
	1
	2

	4
	3
	4
	-1
	2
	2

	4
	3
	3
	-2
	2
	2


д)

	1
	1
	1
	0
	0

	1
	0
	0
	1
	0

	0
	1
	0
	0
	1

	0
	0
	1
	1
	1


14. Найти решение игры методом линейного программирования и методом последовательных приближений:
а) 1  2  3
б) -1  1  1
в) 3  6  1  4
г) 1  3  -5  3
д) 5  8  3  1  6
    4  0  1
     2  -2  2
    5  2  4  2
   -1  4  7   2
    4  2  6  3  5
    2  3  0
     3   3 -4
    1  4  3  5
   5   -1  1  9    
    2  4  6  4  1








    1  3  2  5  3
15. Найти все решения в игре с матрицей:

-1  3  -3


 2  0   3


 2  1   0

16.   Каждый из двух игроков записывает одно из чисел: 0,1 или 2, не показывая написанного противнику. Затем игрок А называет предполагаемую сумму записанных чисел, после чего игрок Б также называет предполагаемую сумму, причем ему не разрешается называть ту сумму, которую назвал игрок А. Угадавший получает от противни​ка 1 рубль. Если никто не угадал, то - ничья. Определить число чистых стратегий каждого из игроков. Найти хотя бы одно решение игры.
17.   Два одинаково метких игрока, один из которых (А) воору​жен бесшумным ружьем, а другой (Б) - обычным, могут, двигаясь с одинаковой скоростью, сделать пять шагов по направлению к мишени. Каждый из них может выстрелить либо сразу, либо на одном из пяти шагов. Вероятность поражения мишени на S-м шаге равна S/5. Каждый из игроков имеет только по одной пуле, и только игрок А может ус​лышать, выстрелил игрок Б или нет (естественно, если игрок А ус​лышит выстрел игрока Б, то он будет стрелять на последнем пятом шаге). Тот, кто первым поразит цель, получает 1 рубль от своего противника. Если ни один из игроков не поразит мишень или оба поразят цель одновременно, то выигрыш равен нулю. Найти решение игры.
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