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Как показывает практика, домашние контрольные работы активизируют самостоятельную работу студентов и способствуют более глубокому изучению курса математики.


В данных методических указаниях помещены задания двух контрольных работ для самостоятельного выполнения студентов и образцы решения задач, которые, там где это необходимо, сопровождаются указаниями.
                                             ТЕМА 1 [3, гл.X,XI]
                             Неопределённый и определенный интегралы


Прежде чем приступить к изучению интеграла, необходимо повторить основные формулы дифференцирования функций.

Нахождение интегралов состоит в последовательном сведении к табличным, которые следует выучить. Ниже приведены образцы решения примеров с некоторыми методическими указаниями:

Пример 1.  Найти неопределённый интеграл
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Решение. Заметим, что 
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, и перепишем данный интеграл в виде
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Полученный интеграл табличный вида 
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Следовательно, 
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Пример 2.  Найти неопределённый интеграл
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Данный интеграл находим с помощью формулы интегрирования по частям:
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Обозначим:  
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следовательно,
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Для нахождения интеграла от рациональной дроби обычно используется метод неопределённых коэффициентов. Суть его в том, что правильная рациональная дробь разлагается на сумму простых дробей, соответственно интеграл - на сумму более простых интегралов.

Пример 3.  Найти неопределённый интеграл 
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Решение. Разложим рациональную дробь
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на сумму рациональных дробей следующим образом:
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Найдём коэффициенты A, B, C, приведя равенство к общему знаменателю и  приравняв числители. Получим:
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В этом равенстве приравняем коэффициенты при переменной х с одинаковыми показателями в левой и правой части.
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Из этой системы получим:  A=-4, B=7, C=1. Тогда: 
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Пример 4.  Найти  
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Решение. Положим 
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Следовательно,
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Положим  
[image: image25.wmf]1

tz

+=

. Тогда 
[image: image26.wmf]dzdt

=

 и  


[image: image27.wmf]3

232

3

32

6666

(1)

661818629186ln||

2(1)9(1)18(1)6ln(1).

dxzdz

dzzdzzdzdzzzzzC

zz

xx

xxxxC

-

==-+-=-+-+=

+

=+-+++-++

òòòòòò



При вычислении определённых интегралов часто применяют замену переменной.

При этом возможны два пути:

1) после нахождения первообразной вернуться к начальной переменной и затем применить формулу Ньютона-Лейбница.
2) выполнив подстановку, соответственно изменить и пределы интегрирования. Тогда возврат к первоначально переменной оказывается ненужным.

Пример 5.  Вычислить 
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Решение. Пусть  
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Применяем формулу интегрирования по частям для определённого интеграла 
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Для нахождения полученного интеграла положим 1+х=t. Тогда dx=dt, x=t-1 и если х=0, то t=1, если х=1,то t=2.Следовательно,
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                                Тема 2 [3, гл.XI]
                             Несобственные интегралы

Понятие несобственного интеграла является обобщением понятия определенного интеграла на случай, когда либо подынтегральная функция обращается в бесконечность, либо промежуток интегрирования бесконечен.

Пусть функция f(x) задана на [
[image: image35.wmf]¥

,

a

] и интегрируема на любом сегменте [
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 существует, то его будем называть несобственным интегралом от функции f(x) в пределах от 
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 EMBED Equation.3  [image: image44.wmf].
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Приведем достаточный признак существования несобственного интеграла- признак сравнения: если 
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 Поэтому существует предел интеграла  
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Пример 6.  Найти несобственный интеграл 
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Решение. По определению
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 т.е. несобственный интеграл сходится к 1. 

Пример   . Покажем, что интеграл 
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Первое слагаемое в правой части равенства имеет предел при x
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Пример 7.  Вычислить  несобственный интеграл 
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Решение. По определению ([3], c.382)
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интеграл при 
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 стремится к пределу 2, то несобственный  интеграл 
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                                                           Тема 3

                                          Двойной интеграл [1, гл.III]
Рассмотрим на нескольких примерах приемы вычисления двойных интегралов.
Пример 8.  Вычислить повторный интеграл  
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Решение. 
а) 
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б) Строим область интегрирования (заштрихованная рис.1)  согласно заданным пределам по x и по y и меняем порядок интегрирования .Эту область разобъем отрезком прямой y=1 (x
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Рис.1
Пример 9.  Вычислить двойной интеграл 
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Решение. Представим двойной интеграл в виде повторного: сначала по х, затем по у (рис.2)

[image: image81.png]









Рис. 2
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Интеграл  
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Интеграл   
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                                   Тема 4 [4,гл.XIII]
                            Дифференциальные уравнения 
Простейший пример дифференциального уравнения первого порядка первой степени, разрешенное относительно производной, имеет вид
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Функция f(x) предполагается непрерывной на некотором интервале (a,b) оси x. Пользуясь другим обозначением производной, можно записать это уравнение в виде
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 Множество решений этого уравнения даётся формулой
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где с- произвольная постоянная.                                     
 Пример 10.  Найти общее решение уравнения 
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          Уравнения вида 
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называются уравнениями с разделенными переменными. Функции 
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 будем считать непрерывными.
Пример 11.  Найти общее решение дифференциального уравнения
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Решение. Перепишем его в виде
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Это уравнение с разделяющимися переменными.

Левую и правую части полученного уравнения разделим на (1+y
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Пример 12.  Найти общий интеграл уравнения
                               y′=
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 EMBED Equation.3  [image: image105.wmf]

 EMBED Equation.3  [image: image106.wmf]
Решение. Это уравнение является однородным, так как сводится к виду y′=f(
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Разделим числитель и знаменатель исходной дроби на  
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Тогда y=x·t(x) и y′=1+x·t′.
Следовательно
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                  Дифференциальные уравнения n-ого порядка


Пусть дано линейное дифференциальное уравнение n-го порядка с постоянными  коэффициентами и произвольной правой частью f(x):
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Зная фундаментальную систему решений соответствующего однородного уравнения
        y
[image: image119.wmf]y

a

y

a

y

a

n

n

n

n

n

1

2

2

1

1

)

(

+

+

+

+

-

-

-

-

L

′+a
[image: image120.wmf]0

y=0,                                       (2)
можно найти и решение неоднородного уравнения (1). Мы применим при этом метод вариации произвольных постоянных. Суть метода состоит в следующем. Вначале решаем однородное уравнение (2). Пусть y
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Функции 
[image: image126.wmf])

(

,

),

(

),

(

2

1

x

c

x

c

x

c

n

¢

¢

¢

L

 определяются из системы уравнений

                      
[image: image127.wmf]
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 EMBED Equation.3  [image: image129.wmf]                (3)
Затем, интегрируя, находим сами функции 
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Пример 11. Решить уравнение y"- 2y′ -3y =
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Система уравнений (3) будет иметь вид
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и решая эту систему, получаем
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 общее решение данного уравнения
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                               Контрольная работа №3
      Задание 3.1. Найти неопределенные интегралы, пользуясь свойствами линейности, методами подстановки и интегрированием по частям .
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Задание 3.2. Вычислить несобственные интегралы.
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Задание 3.3. Вычислить указанные двойные интегралы, затем переменить порядок интегрирования и сравнить ответы.
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Задание 3.4. Найти общее решение дифференциального уравнения
 первого порядка.[image: image393.emf]222
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      Задание 3.5.Определить решение неоднородного дифференциального уравнения методом вариации произвольных постоянных
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                                           ТЕМА 5 [5, гл.IV]
                                                      Ряды

Составленное из чисел 
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 называется числовым рядом. 

Существуют также ряды, составленные из функций, в частности, степенных функций  
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 Такие ряды называются степенными, а числа 
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Пример 13.  Найти область сходимости степенного ряда
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Решение. По признаку Даламбера имеем 
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 Ряд сходится, если
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<1,следовательно, данный ряд сходится в интервале (-1,1). 

Исследуем поведение ряда на концах интервала. Положим сначала в этом ряде 
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Ряд (2) сходится условно в силу теоремы Лейбница [4, c.249]
При 
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получим гармонический ряд   
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     который расходится [4, c.238]. 

Окончательно получим следующий интервал сходимости ряда  
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Определение. Рядом Тейлора функции f(x) в точке 
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 называется степенной  ряд

             
[image: image235.wmf]L

L

+

-

+

+

-

¢

+

n

n

x

x

n

x

f

x

x

x

f

x

f

)

(

!

)

(

)

(

!

1

)

(

)

(

0

0

)

(

0

0

0

                             (1)
Теорема. Ряд Тейлора (1) в точке x
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 функции f(x) сходится в некотором промежутке к функции f(x) в том и только в том случае, когда последовательность остаточных членов формулы Тейлора сходится к нулю в этом промежутке т.е.
                           f(x)=
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Пример 14. Разложить ln(x) в ряд Тейлора в точке x=1.
Решение. 
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Подставляя в ряд Тейлора (2) эти величины, получим:
           ln(x)=x-1
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Промежуток сходимости этого ряда есть (0,2) [1].
                                                  Тема 6 [6, гл.XVII]
                              Ряды Фурье для функций периода 2π  

Предположим, что некоторая наперёд заданная функция 
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периода  
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 может быть разложена в тригонометрический ряд.

Итак, положим
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[image: image246.wmf](1,2,3,...)
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Ряд (1), в котором коэффициенты a0, aк , bк вычислены по формулам (2), называется рядом Фурье [6, c.298]. 


Если периодическая функция  
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есть функция чётная, то её ряд Фурье не содержит синусов.
Если же периодическая функция  
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 нечётная, то её ряд Фурье не содержит косинусов. Поэтому для чётной функции 
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Точно так же находим для нечётной функции 
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Пример 15.  Разложить в ряд Фурье функцию, заданную лишь на отрезке 
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Решение.  График этой функции изображен на рис.3. 
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рис.3

Данная функция нечётная, то ряд Фурье будет содержать лишь синусы. Для вычисления коэффициентов Фурье пользуемся формулами (4).
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                                             Тема 7 [2, гл.V]
                     Численное решение волнового уравнения 
           Для численного решения однородного волнового уравнения будем использовать метод сеток или разностный метод.

Сеткой на плоскости называется дискретная совокупность точек- узлов сетки (
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положительные числа, называемые шагами сетки по t и x, соответственно; n,j – целые числа. Совокупность узлов, соответствующих какому-либо фиксированному значению n, называется слоем.
Функция, заданная в узлах сетки, называется сеточной функцией. Сеточная функция обозначается следующим образом: 
[image: image266.wmf]).
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 Здесь n- номер слоя по времени t, j- номер узла по переменной x.

В качестве волнового уравнения остановимся на уравнении свободных колебаний струны
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Здесь u(x,t)-искомая функция, характеризующая изменения отклонения точки струны от оси 0x с течением времени t, l- длина струны. Для решения уравнения (1) должны задаваться начальные и граничные условия.
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                                              Рис.4
Используя для аппроксимации частных производных центральные разностные производные, получаем следующую разностную аппроксимацию уравнения (1):
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Покажем алгоритм решения системы уравнений (1)-(7). Сначала, использовав (2), (3), определим значения 
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 Подставив эти значения в (5) при n=1, получим:
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где n=0,1,2,
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Итак, алгоритм решения (8) дает возможность явно определить искомые величины.
                             Контрольная работа №4
Задание 4.1. Найти область сходимости ряда.
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 Задание 4.2.Разложение в ряд
4.2.1. Разложить в ряд Тейлора по степеням 
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4.2.2. Разложить в ряд Маклорена функцию
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4.2.3. Разложить в ряд Маклорена функцию
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4.2.4. Разложить в ряд Маклорена функцию

                                                                  arctg
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4.2.5. Разложить в ряд Маклорена функцию
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4.2.6. Разложить в ряд Маклорена функцию
                                                                   ln
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4.2.7. Разложить в ряд Тейлора по степеням x-1функцию
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4.2.8. Разложить в ряд Маклорена функцию
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4.2.9. Разложить в ряд Тейлора по степеням x-3 функцию
                                                                    
[image: image315.wmf].
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4.2.10. Разложить в ряд Тейлора по степеням x+1 функцию
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4.2.11. Разложить в ряд Тейлора по степеням x-
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 функцию
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4.2.12. Разложить в ряд Маклорена функцию
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4.2.13. Разложить в ряд Маклорена функцию
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4.2.14. Разложить в ряд Маклорена функцию
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4.2.15. Разложить в ряд Маклорена функцию
                                                                     
[image: image321.wmf]).
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4.2.16. Разложить в ряд Маклорена функцию
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4.2.17. Разложить в ряд Маклорена функцию
                                                                      
[image: image323.wmf].
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4.2.18. Разложить в ряд Маклорена функцию
                                                                      
[image: image324.wmf]).
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4.2.19. Разложить в ряд Маклорена функцию
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4.2.20. Разложить в ряд Маклорена функцию
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4.2.21. Разложить в ряд Тейлора по степеням x-2 функцию
                                                                       
[image: image327.wmf].
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4.2.22. Разложить в ряд Маклорена функцию
                                                                       arctg
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2

1

2

2

2

+

-

x

x


4.2.23. Разложить в ряд Маклорена функцию
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4.24. Разложить в ряд Маклорена функцию
                                                                      arctg
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4.2.25. Разложить в ряд Тейлора по степеням x-2 функцию
                                                                      
[image: image331.wmf].
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4.2.26. Разложить в ряд Тейлора по степеням x-
[image: image332.wmf]4
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Задание 4.3. Разложить в ряд Фурье в указанном интервале периодическую функцию f(x) периодом  T = 2π .
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Задание 4.4. Решить следующие задачи  приближенно, методом конечных разностей (методом  сеток).Задачи решайте с применением алгоритма (8) (тема 7). Вычисления выполнить с шагом 
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x по x равным 0.1, с шагом 
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t по t равным 0.05, провести вычисления для 5 временных слоев с печатью резултатов на каждом шаге. Параметр 
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Для численной реализации данной задачи на компьютере, составить программу на языке Паскаль.
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