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 .  + D � fz � z � IC jzj �  � z �� ���  �� z �� �i�1� i� g8
1+ D � fz � z � IC jzj �  � Im z � �� z �� �i�1� i� g�

1.  + D � fz � z � IC jzj �  � z �� � � 1�� z �� �i� 1i� g8
1+ D � fz � z � IC jzj �  � Im z � �� z �� �i� 1i� g�

�.  + D � fz � z � IC jzj �  � z � � �1�  �� z �� �i�1� i� g8
1+ D � fz � z � IC jzj �  � Im z � �� z �� ��i��i�1� g�

�.  + D � fz � z � IC jzj �  � z �� � �#��� z �� �i� 1i� g8
1+ D � fz � z � IC jzj �  � Im z � �� z �� ��1i��i� g�

0.  + D � fz � z � IC jzj �  � z �� � �1�  �� z �� ����i� g8
1+ D � fz � z � IC jzj �  � Re z � �� z �� � �1�  � g�
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!.  + D � fz � z � IC jzj �  � z �� ��1�� �� z �� �i� 1i� g8
1+ D � fz � z � IC jzj �  � Re z � �� z �� � � 1� g�

/.  + D � fz � z � IC jzj �  � z �� � �1�  �� z �� ��i��i�1� g8
1+ D � fz � z � IC jzj �  � Re z � �� z �� �� �� �1� g�

9.  + D � fz � z � IC jzj �  � z �� ��1�� �� z �� �i�#i�� g8
1+ D � fz � z � IC jzj �  � Re z � �� z �� ��1�� � g�
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p
1* # i+���

p
1* # i+�1� g�
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z �� �
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1+ D � fz � z � IC jzj �  � Im z #Re z � ��
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 . D � fz � z � IC Re z � �� � � Imz � �� z �� �i��1�  # i��1� g�
w � ch z�

1. D � fz � z � IC �� � Re z � �� Imz � �� z �� ����1����1#i� g�
w � cos z�

�. D � fz � z � IC Re z � �� � � Imz � �� z �� �i��1�  # i��1� g�
w � sh z�

�. D � fz � z � IC �� � Re z � �� Imz � �� z �� ����1����1#i� g�
w � sin z�

0. D � fz � z � IC Re z � �� � � Imz � �� z �� �� # i��1� i��1��

w � ch z�

!. D � fz � z � IC �� � Re z � �� Imz � �� z �� ����1����1�i� g�
w � cos z�

/. D � fz � z � IC Re z � �� � � Imz � �� z �� �� # i��1� i��1� g�
w � sh z�

9. D � fz � z � IC �� � Re z � �� Imz � �� z �� ����1����1�i� g�
w � sin z�

". D � fz � z � IC Re z � �� �� � Im z � �� z �� ��i��1�  �i��1� g�
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 �. D � fz � z � IC � � Re z � �� Imz � �� z �� ���1� ��1 # i� g�
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  . D � fz � z � IC Re z � �� �� � Imz � �� z �� ��i��1�  �i��1� g�
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 1. D � fz � z � IC � � Re z � �� Imz � �� z �� ���1� ��1 # i� g�
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 �. D � fz � z� IC Re z��� ��� Im z��� z �� �� � i��1��i��1� g�
w � ch z�

 �. D � fz � z � IC � � Re z � �� Imz � �� z �� ���1� ��1� i� g�
w � cos z�

 0. D � fz � z� IC Re z��� ��� Im z��� z �� �� � i��1��i��1� g�
w � sh z�

 !. D � fz � z � IC � � Re z � �� Imz � �� z �� ���1� ��1� i� g�
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 9. D � fz � z � IC � ��1 � Re z � ��1� Imz � �� z �� ��� i� g�
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 ". D � fz � z � IC Re z � �� ���1 � Im z � ��1� z �� ���  � g�
w � sh z�

1�. D � fz � z � IC � ��1 � Re z � ��1� Imz � �� z �� ��� i� g�
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p*x� y� z+ � 1 sin x cos �y sin 1z�

1�. f*r� �� z� t+ � J�*�
���
� r�b+ sin � cos*�z�1h+ � t�

g*r� �� z+ � J�*�
���
� r�b+ sin �� cos*�z�1h+�

p*r� �� z+ � J�*�
���
� r�b+ sin � cos*�z�1h+�

10. f*x� y� z� t+ � sin 1x sin y cos*z�1+ ch t�

g*x� y� z+ � sin x sin �y cos*z�1+�

p*x� y� z+ � 1 sin 1x sin �y cos*z�1+�

1!. f*r� �� z� t+ � J�*�
���
� r�b+ sin � sin*�z�1h+ e��t�

g*r� �� z+ � J�*�
���
� r�b+ sin 1� sin*�z�1h+�

p*r� �� z+ � 1J�*�
���
� r�b+ sin � sin*�z�1h+�

1/. f*x� y� z� t+ � cos x sin 1y sin*z�1+ � *t# 1+�

g*x� y� z+ � cos �x sin y sin*�z�1+�

p*x� y� z+ � � cos x sin y sin*z�1+�

19. f*r� �� z� t+ � �J�*�
���
� r�b+ cos 1� sin*�z�h+ e�t�

g*r� �� z+ � J�*�
���
� r�b+ cos 1� sin*1�z�h+�

p*r� �� z+ � J�*�
���
� r�b+ cos 1� sin*1�z�h+�

1". f*x� y� z� t+ � cos x cos y sin*z�1+ sh t�
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g*x� y� z+ � cos 1x cos y sin*z�1+�

p*x� y� z+ � 1 cos x cos �y sin*�z�1+�

��. f*r� �� z� t+ � J�*�
���
� r�b+ cos �� sin*�z�1h+ ch t�

g*r� �� z+ � J�*�
���
� r�b+ cos �� sin*��z�1h+�

p*r� �� z+ � 1J�*�
���
� r�b+ cos �� sin*��z�1h+�

'��� !
��� ���
��������� ��
����
�	���� �������
�
%
��� ��������&���
	�" 
���� �� �������
���# �����#

	
��

 ������ ,�>��� ����
��	�
������ ������ *0. . +D*0. .�+ ���
�	�	� ���	%���	����$ ?��
���.

����	
�� =����	
	&��� ��	 u*x� t+�
��u

�x�
$�
$���$ 	������
���.

=	
	&�� U *x� p+ � L�u�� �������� ���	%���	����� ?��
��� 
 �������
��� *0. . + � �������3� ��
	��$� *0. .1+� ����� ��	(���	 ��66�����
-��	����$ 	������
� *��. =��
	&���� /� <�%
�-� /. � �. �+� ����	���

 C�M

a�
d�U

dx�
� p�U � �p*1 sin �x# sin 0x+ *0��� +

� �������3�� ��
	��$��

U
����
x��

� ��
dU

dx

����
x����

� �� *0���1+

C%'�� ��>���� �M *0.�. + �'�� � ���� ����3 	%'��	 ��>���$ �	�
	���������'��	 	��	�	��	�	 ��������$ Uoo � �����3� ��>���( ��	��
�	�	��	�	 �M U�� � U��� �		���������'�� �
�����3� � ����	( �����
��������$ *0.�. +

U *x� p+ � Uoo # U�� # U��� *0����+

C%'�� ��>���� �		���������'��	 	��	�	��	�	 ��������$ *0.�. +
����� ���

Uoo � C�e
p
a
x # C�e

�p
a
x�

?��>� ��	 �������� � ���� 
���(�	( 
	�%���-�� 6���������
��3�
��>���(� 	��	 �� 
	�	�3� ��	�
���	�$�� ����	�� �������	�� ��
	���
*0.�.1+� � ����	� ��	�	�� �������	�� ��
	���
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Uoo � C� sh
�
p

a
x

�
# C� ch

�
p

a

�
x� �

1

��
� *0����+

U����	� ��>���� U�� �'�� � ����

U�� � A cos �x# B sin �x�

=	������� � �M

a�
d�U

dx�
� p�U � �1p sin �x�

a�*�"A cos �x� "B sin �x+ � p�*A cos �x # B sin �x+ � �1p sin �x�

2�(���

B �
1p

p� # "a�
� A � ��

7
��	����
��	�

U�� �
1p

p� # "a�
sin �x�

T��
	����	 ���	���

U�� �
p

p� # 10a�
sin 0x�

C%'�� ��>���� *0.�.�+ C�M *0.�. + ����� ���

U *x� p+ � C� sh
�
p

a
x

�
# C� ch

�
p

a

�
x � �

1

��
#

#
1p

p� # "a�
sin �x#

p

p� # 10a�
sin 0x� *0���0+

=	������� *0.�.0+ � �������3� ��
	��$ *0.�.1+� ��(��� C� � C� � ��
)��
�

U *x� p+ �
1p

p� # "a�
sin �x #

p

p� # 10a�
sin 0x�

=������� 	%����	� ���	%���	����� ?��
���� ����3��$ �		��	>��
��� 	������
� � ��	%��&���$ *��. =��
	&���� /� <�%
�-� /.1� �. 9+

L��
�

p

p� # a�

�
� cos at�

���	��� ��
	�	� ��>���� u*x� t+�
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������

u*x� t+ � 1 cos*�at+ sin �x# cos*0at+ sin 0x� *0���!+

	
��

 ������ ,�>��� ����
��	�
������ ������ �
$ ��	��	�	��
�	�	 �	
�	�	�	 ��������$ *0. . /+D*0. .1 + ���	�	� ���	%���	����$ ?���

���.

����	
�� ,����	���� ����
��	�
������ ������ �
$ ��	��	�	��	�	
�	
�	�	�	 ��������$ *0. . /+

��u

�t�
� a�

��u

�x�
# f*x� t+ *0���/+

� 	��	�	��3�� �������3�� � ����
��3�� ��
	��$��

u
����
x��

�
�u

�x

����
x����

� u
����
t��

�
�u

�t

����
t��

� �� *0���9+

���
f*x� t+ � �e�t sin x� *0���"+

,�>���� ������ *0. . /+D*0. .1 + $�
$���$ ����	( ��>���$ ������
*0.�./+D*0.�."+ � ��>���$ *0.�.!+ ������ *0. . +D*0. .�+� ��(����	�	 � ����
�3��'�� =������ 0.�. .

=����	
	&��� ��	 u*x� t+�
��u

�x�
� f*x� t+ $�
$���$ 	������
���. =	�


	&�� U *x� p+ � L�u�� F *x� p+ � L�f �� �������� ���	%���	����� ?��
���

 ��������� *0.�./+ � �������3� ��
	��$� *0.�.9+� ����	��� 
 C�M

a�
d�U

dx�
� p�U � � �

p #  
sin x *0��� �+

� �������3�� ��
	��$��

U
����
x��

� ��
dU

dx

����
x����

� �� *0���  +

C%'�� ��>���� �M *0.�. �+ ����� ���

U *x� p+ � C� sh
�
p

a
x

�
# C� ch

�
p

a

�
x � �

1

��
#

#
�

p#  
�  

p� # a�
sin x� *0��� 1+

=	������� *0.�. 1+ � �������3� ��
	��$ *0.�.  +� ��(��� C� � C� � �.
)��
�
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U *x� p+ �
�

p#  
�  

p� # a�
sin x�

=������� 	%����	� ���	%���	����� ?��
���� ����3��$ ��	���� ���
�	&���$ L	��
$ *��. =��
	&���� /� <�%
�-� /. � �. /+ � �		��������$
	������
	� � ��	%��&���( *��.=��
	&���� /� <�%
�-�/.1� �. / � �. �+

L��
�

 

p #  

�
� e�t� L��

�
 

p� # a�

�
�

 

a
sin*at+�

2��	��� ��>���� ������ *0.�./+D*0.�."+

u*x� t+ �
�

a

tZ
�

sin*a� +e��t�� �d� � sin x �

� �
�
 

a
sin*at+� cos*at+ # e�t

�
sin x

 # a�
� *0��� �+

,�>���� ������ *0. . /+D*0. .1 + ��������
$�� �	%	( ����� ��>���(
*0.�.!+ � *0.�. �+.

������

u*x� t+ � �
�
 

a
sin*at+� cos*at+ # e�t

�
sin x

 # a�
#

#1 cos*�at+ sin �x # cos*0at+ sin 0x�

������ ����� � ������ ������ J��	�	� ���	%���	����$ ?��
���
��>��� ����
��	�
����3� ������ �
$ �	
�	�	�	 ��������$ � ���	��3��
����3��� ������3�� � :����� 0. . � :����� 0. .1.

�� %��!�&! ������ ��� ���� ! ��

$!�'($��')�

M�������� ���
	��	�	��	��� *�.!+

�u

�t
� a�	u# f

	���3���� �����-�	����3( ��	-��� ��66���� ��'����� � 
	�-������
-��( u*t� Fx+� ��� a� D 
	A66�-���� ��66����� f D �
	�	��� ��������$
��'����� � �����-� ������� � �������	� 	%S��� *�� ���� �������
	(
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���
-�� �
� �	����-��+. ; �	� �
����� 
	��� ��������������$ ���-�	�

����3( ��	-���
�u

�t
� �� � f 
���(�	 ������� 	� 
	�-�����-�� f � �u�

�	
����� ����	�	
� '����!�����

	u# cu � �� c �
�

a�
� *!� +

; �
���� �����	(���	�	 ����� 
	��� ��� ����������$ � ��	-���� ��6�
6���� c � �P� � �� � �
���� �����	&���$� ��������� ��66���� ��(��
�	�	� c � k� � � ��� 0�  �D 1�.

,����	��������� �	
� *�
�������
�� �
� A
�
��	��������3�+ 	���
�3�����$ �	
�	�3� ���������� *0."+

��u

�t�
� a�	u# f*Fx� t+�

��� u*Fx� t+ D �
	��	��� *�
� ���
����+ ����� a D �
	�	��� �����	�����
����$ �	���'���$.

; �	� �
����� 
	��� ��������������$ �����	���>�(�$ 
	
�%���
��
�3( ��	-���� ����	�����
� �����$'�( 	� ������� u*Fx� t+ � u*Fx+e�i�t�
f*Fx� t+ � f*Fx+e�i�t� �	
����� ����	�	
� '����!�����

	u# k�u � � Hf *Fx+� k� �
��

a�
� Hf *Fx+ �

f*Fx+

a�
� *!�1+

k ���3�����$ ���	���� �
����.
M�������� E�
���	
�-� $�
$���$ ���������� A

�������
	�	 ����.

�
$ ���	 ����$��$ 
����3� ������ � �������3� ��
	����
�
�
�u

�Fn
# �u

� ����
	D

� g*Fx+� Fx � �D *!��+

��� � � � D ������ �����
�� � � � D ������ 2�(����� j�j # j�j �� � D
�����$ 
�����$ ������ *������ ,	%���+.

@�
� 	%
����D 	��������� � �	����	��	 �
��
	( �����-�( �D� �	 �
�
���� c � �P� � � ��	(���� ��>���( ���
	����3 ��	(����� ��>���(

����3� ����� �
$ ��������$ =����	��� �.�. ��'������� ����������	�
��>���� ���������( ������.

; �
���� c � k� � � ����������	� ��>���� ��'������� ��� ��
	���
k� �� �i� ��� �i D �	%������3� �������$ 	�����	�� ?��
��� �		���������
�'�( 
����	( ������.
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;��>�$$ ������ *!.1+� *!.�+ �
$ ��	���������	( 	%
���� � 
	���
��
�	( �����-�( �D �
$ ��������$ � c � �P� � � ����� ����������	�
��>����� 	%��'��'���$ � �	
� �� %��
	����	���. ; �
���� ��������$
� c � k� � � �
$ �3��
���$ ����������	�	 ��>���$ �������$ �	�	
���
��
��	� ��
	���� ��
 ���3����	� �����
� 
�����	
� ��� 0�  �D 1�.

; �������	� �
���� *��� �������	( �������	��� e�i�t+

�u

�r
� iku � o* �

p
r+ ��� r��8 *!��+

� ��������	� �
����

�u

�r
� iku � o* �r+ ��� r��� *!�0+

M�
	��$� ��
�����$ ��	�
���	�$�� ��>���$ � ���� ����	�$'���$
�	
�.

(� � )��
	�
 
����� 	����� ����� ��� �����	��� �
�����

	
��

 ���� ,�>��� 
������ ������ �
$ ��������$ E�
���	
�-�

	u# k�u �
 

r
� �
�r

�
r
�u

�r

�
#

 

r�
� �

�u

���
# k�u � � *!� � +

������ 
���	�	�	 ��
�	�� D � f*r� �+ � r � a� � � � � ��!g �
�������3�� ��
	��$��

u
����
���

�
�u

��

����
����	

� �� *!� �1+

u
����
r�a

� g*�+ � 1 sin �� *!� ��+

��� ��
	��� k� �� �i� ��� �i D �	%������3� �������$ 	�����	�� ?��
���
�		���������'�( 
����	( ������.

����	
�� )'�� �����3� ��>���$ ��������$ *!. . +� ��	�
���	�$��
'�� �������3� ��
	��$� *!. .1+ � ����

u*r� �+ � R*r+O*�+� *!� ��+
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=	������� *!. .�+ � *!. . + � �����
�� ��������3�

R��*r+ #
R�*r+
r

# k�R*r+

R*r+

r�

� �O��*�+
O*�+

� ��

C����� �	
����� C�M

R��*r+ #
 

r
R�*r+ #

�
k� � �

r�

�
R*r+ � �� *!� �0+

O��*�+ # �O*�+ � �� *!� �!+

=	������� *!. .�+ � �������3� ��
	��$ *!. .1+� �	
����

O*�+ � O�*��!+ � �� *!� �/+

,�>���� ������ K������?����

$ *!. .!+� *!. ./+ ��������	 � =���

	&����  *�. �+. 7	%������3� �������$ � �		���������'�� �� �	%���
����3� 6��
-�� ����� �
����'�( ��� ��� l � ��! *= .11+� *= .1�+

�n � ��*1n#  +�� n � ���� *!� �9+

On*�+ � sin*�*1n #  +�+� jjOnjj� � �� 1� n � ���� *!� �"+

<����� �����	���� �M *!. .0+ ��� � � �n � ��*1n#  +�

R��n*r+ #
 

r
R�n*r+ #

�
k� � �n

r�

�
Rn*r+ � �� n � ���� *!� � �+

7��
��� ������ ���������	( ��������	( x � kr� <	��� Rn*r+ �
� Rn*x�k+ 
 y*x+� �

dy
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�
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dx
� dx
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�
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dx
� k� d�y
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�
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dx�
� k��

=	�
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� A��� �3��&���( � �M *!. . �+ �	
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��� L����
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�
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x
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#
�
 � �n
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C%'�� ��>���� �	&�	 �������� � ����

y*x+ � AnJ���n
��*x+ # BnN���n
��*x+�

��� Jk*x+ D 6��
-�$ L����
$ k��	 �	�$�
�� Nk*x+ D 6��
-�$ 2�(����
k��	 �	�$�
�. ;	����'�$�� 
 ����	����
��	( ��������	(� �	
�����
	%'�� ��>���� �M *!. . �+ � ����

Rn*r+ � AnJ���n
��*kr+ # BnN���n
��*kr+�

4��
-�$ 2�(���� Nk*x+ � � ��� x � �. =	�
	
�
� ��>���� ���
�	��	( ������ �	
&�	 %3�� 	���������3� ��� r � �� ��&�	 �������
Bn � �� )��
� 	���������3� ��>���$ �M *!. . �+ ����� ���

Rn*r+ � AnJ���n
��*kr+� n � ���� *!� �  +

U����3� ��>���$ *!. .�+ ��(���3

un*r� �+ � Rn*r+On*�+� n � ����

,�>���� ������ *!. . +D*!. .�+ %���� ��
��� � ���� 6��
-�	��
��
�	�	 �$��

u*r� �+ �
�X
n��

un*r� �+ �
�X
n��

AnJ���n
��*kr+ sin*�*1n#  +�+� *!� � 1+

�����	
���$� ��	 A�	� �$� �	&�	 ���&�3 �	�
���	 ��66����-��	����
�	 ��������3� r� �. ; A�	� �$�� 
	A66�-����3 An ���������3. 2�(�
��� ��� �	������� *!. . 1+ � �������	� ��
	��� *!. .�+

g*�+ �
�X
n��

AnJ���n
��*ka+ sin*�*1n#  +�+� *!� � �+

=	
�����	� �3��&���� ��������
$�� �	%	( ���
	&���� �������	(
6��
-�� g*�+ � �$� 4���� �	 	��	�	��
��	( �� ��� ��!� ������� �	%���
����3� 6��
-�( *!. ."+. C����� ���	���

AnJ���n
��*ka+
�

 1
�

��	Z
�

g*�+ sin*�*1n#  +�+ d�� *!� � �+
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-�� �*x� t+ ������ �	&�	 �	���	��� � ����
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� �*t+�
�u

�x

����
x�l
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