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3 Èíòåãðèðîâàíèå ïî ÷àñòÿì
Ê ñîæàëåíèþ, íå ñóùåñòâóåò ôîðìóëû, âûðàæàþùåé
èíòåãðàë îò ïðîèçâåäåíèÿ ôóíêöèé ÷åðåç èíòåãðàëû îò
ñîìíîæèòåëåé. Òåì íå ìåíåå, åñëè ïðîèíòåãðèðîâàòü îáå
÷àñòè ôîðìóëû ïðîèçâîäíîé ïðîèçâåäåíèÿ äâóõ ôóíêöèé
(uv)′ = u′v + uv′, ïîëó÷èòñÿ

uv =

∫
u′v dx +

∫
uv′ dx,

ò.å. ∫
uv′ dx = uv −

∫
u′v dx,

èëè, ÷òî òî æå, ∫
udv = uv −

∫
vdu. (23)

Ôîðìóëà (23) íàçûâàåòñÿ ôîðìóëîé

èíòåãðèðîâàíèÿ ïî ÷àñòÿì. Ïðè ïðèìåíåíèè
ôîðìóëû (23) ïîäûíòåãðàëüíàÿ ôóíêöèÿ ðàçëàãàåòñÿ
íà äâà ìíîæèòåëÿ (u è v′), èç êîòîðûõ îäèí
äèôôåðåíöèðóåòñÿ, à äðóãîé èíòåãðèðóåòñÿ. Ïîñëå òàêîãî
ïðåîáðàçîâàíèÿ èíîãäà ìîæåò ïîëó÷èòüñÿ òàáëè÷íûé
èíòåãðàë èëè èíòåãðàë áîëåå ïðîñòîé, ÷åì èñõîäíûé.
Ðàññìîòðèì íåñêîëüêî ïðèìåðîâ. Ïðè âû÷èñëåíèè
èíòåãðàëà ∫

x ln x dx

âûãîäíî ïðîäèôôåðåíöèðîâàòü ln x, òàê êàê òîãäà
ïîëó÷èòñÿ ñòåïåííàÿ ôóíêöèÿ 1

x
, êîòîðàÿ ïðîùå

ëîãàðèôìè÷åñêîé. Ïðè ýòîì âòîðîé ìíîæèòåëü (x)
ïðèäåòñÿ èíòåãðèðîâàòü, íî îí è ïîñëå èíòåãðèðîâàíèÿ

îñòàíåòñÿ ñòåïåííîé ôóíêöèåé. Èòàê, îáîçíà÷àåì u = ln x,
dv = x dx îòêóäà íàõîäèì du = 1

x
dx, v =

∫
x dx = x2

2
è

îêîí÷àòåëüíî èìååì:∫
x ln x dx =

x2

2
ln x−

∫
x2

2

1

x
dx =

x2

2
ln x− x2

4
+ C.

Îòìåòèì, ÷òî ïðè âû÷èñëåíèè v íå íàäî ïèñàòü
ïðîèçâîëüíóþ ïîñòîÿííóþ (ò.å. ïèñàòü v = x2

2
+ C).

Àíàëîãè÷íûì îáðàçîì ñòàðàþòñÿ
ïðîäèôôåðåíöèðîâàòü ôóíêöèè arctg x è arcsin x, òàê
êàê ïîñëå ýòîãî ïîëó÷àþòñÿ áîëåå ïðîñòûå ôóíêöèè.
Ïðè âû÷èñëåíèè èíòåãðàëîâ âèäà

∫
Pn(x) sin(ax) dx,∫

Pn(x) cos(ax) dx,
∫

Pn(x)eax dx, ãäå Pn(x) � ìíîãî÷ëåí
ñòåïåíè n îò x, � ñëåäóåò äèôôåðåíöèðîâàòü ìíîãî÷ëåí,
òàê êàê ïîñëå äèôôåðåíöèðîâàíèÿ åãî ñòåïåíü ïîíèçèòñÿ
íà åäèíèöó. Ðàññìîòðèì ïðèìåð:∫

(x2+1) cos x dx =

∣∣∣∣ u = x2 + 1, dv = cos x dx
du = 2x dx, v =

∫
cos x dx = sin x

∣∣∣∣ =

= (x2 + 1) sin x−
∫

2x sin x dx =

=

∣∣∣∣ u = 2x, dv = sin x dx
du = 2 dx, v =

∫
sin x dx = − cos x

∣∣∣∣ = (x2 + 1) sin x+

+2x cos x−
∫

2 cos x dx = (x2+1) sin x+2x cos x−2 sin x+C.

Â ðàññìîòðåííîì ïðèìåðå ïðèøëîñü äâà ðàçà
èíòåãðèðîâàòü ïî ÷àñòÿì.
Âàðèàíòû çàäàíèÿ � 4.
Íàéòè íåîïðåäåë¼ííûå èíòåãðàëû, èñïîëüçîâàâ

ôîðìóëó èíòåãðèðîâàíèÿ ïî ÷àñòÿì (23):
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4.1
∫

x3 cos(7x) dx
∫

x3e−x dx
∫

x8 ln(3x) dx∫
arcsin x dx

4.2
∫

x3 sin(6x) dx
∫

x2e10x dx
∫

x7 ln(10x) dx∫
arccos(6x) dx

4.3
∫

x3 sin(6x) dx
∫

x2e4x dx
∫

x5 ln x dx∫
arcctg(2x) dx

4.4
∫

x2 sin(7x) dx
∫

x3e7x dx
∫

x6 ln(2x) dx∫
ln(x +

√
x2 + 10) dx

4.5
∫

x3 cos(3x) dx
∫

x3ex dx
∫

x11 ln(7x) dx∫
arcsin(4x) dx

4.6
∫

x2 sin(4x) dx
∫

x2e−8x dx
∫

x8 ln(10x) dx∫
arccos(6x) dx

4.7
∫

x3 sin(6x) dx
∫

x3e8x dx
∫

x9 ln(6x) dx∫
arcctg(9x) dx

4.8
∫

x3 sin(8x) dx
∫

x2e2x dx
∫

x2 ln(7x) dx∫
ln(x +

√
x2 − 4) dx

4.9
∫

x3 cos(8x) dx
∫

x2e−6x dx
∫

x4 ln(5x) dx∫
arcsin(4x) dx

4.10
∫

x3 sin(10x) dx
∫

x2e−6x dx
∫

x4 ln(4x) dx∫
arccos(8x) dx

4.11
∫

x3 sin(4x) dx
∫

x3e−2x dx
∫

x2 ln(4x) dx∫
arcctg(4x) dx

4.12
∫

x3 sin(3x) dx
∫

x3e−9x dx
∫

x4 ln(9x) dx∫
ln(x +

√
x2 + 7) dx

4.13
∫

x3 cos(12x) dx
∫

x3e7x dx
∫

x11 ln(3x) dx∫
arcsin(6x) dx

4.14
∫

x2 sin(12x) dx
∫

x2e−2x dx
∫

x2 ln(8x) dx∫
arccos(5x) dx

4.15
∫

x2 sin(10x) dx
∫

x3e−6x dx
∫

x3 ln x dx∫
arcctg(4x) dx

4.16
∫

x3 sin(3x) dx
∫

x2e−x dx
∫

x4 ln(9x) dx∫
ln(x +

√
x2 − 6) dx

4.17
∫

x3 cos(9x) dx
∫

x3e−10x dx
∫

x9 ln(5x) dx∫
arcsin(3x) dx

4.18
∫

x3 sin(7x) dx
∫

x3e−4x dx
∫

x5 ln(9x) dx∫
arccos(8x) dx

4.19
∫

x2 sin(5x) dx
∫

x2e−5x dx
∫

x11 ln(5x) dx∫
arcctg x dx

4.20
∫

x2 sin(12x) dx
∫

x3e7x dx
∫

x6 ln x dx∫
ln(x +

√
x2 − 10) dx

4.21
∫

x3 cos(7x) dx
∫

x2ex dx
∫

x7 ln(10x) dx∫
arcsin(6x) dx

4.22
∫

x3 sin(7x) dx
∫

x3e−9x dx
∫

x6 ln(6x) dx∫
arccos(2x) dx
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4.23
∫

x2 sin(3x) dx
∫

x3e4x dx
∫

x11 ln(10x) dx∫
arcctg(6x) dx

4.24
∫

x2 sin(12x) dx
∫

x2e−x dx
∫

x10 ln(2x) dx∫
ln(x +

√
x2 + 5) dx

4.25
∫

x2 cos(3x) dx
∫

x3ex dx
∫

x5 ln(2x) dx∫
arcsin(8x) dx

4.26
∫

x2 sin(6x) dx
∫

x2e−10x dx
∫

x3 ln(8x) dx∫
arccos(5x) dx

4.27
∫

x3 sin(3x) dx
∫

x2e−6x dx
∫

x10 ln(9x) dx∫
arcctg(9x) dx

4.28
∫

x3 sin(11x) dx
∫

x2ex dx
∫

x4 ln(6x) dx∫
ln(x +

√
x2 − 8) dx

4.29
∫

x2 cos(6x) dx
∫

x2e−8x dx
∫

x6 ln(3x) dx∫
arcsin(2x) dx

4.30
∫

x2 sin(5x) dx
∫

x3e−8x dx
∫

x10 ln x dx∫
arccos(4x) dx

4.31
∫

x2 sin(10x) dx
∫

x3e6x dx
∫

x8 ln(4x) dx∫
arcctg(8x) dx

4.32
∫

x2 sin(4x) dx
∫

x2e−10x dx
∫

x8 ln(7x) dx∫
ln(x +

√
x2 − 7) dx

4.33
∫

x2 cos(5x) dx
∫

x3e7x dx
∫

x10 ln(3x) dx∫
arcsin(2x) dx

4.34
∫

x2 sin(6x) dx
∫

x3ex dx
∫

x7 ln(2x) dx∫
arccos(7x) dx

4.35
∫

x3 sin(4x) dx
∫

x3e−6x dx
∫

x9 ln(2x) dx∫
arcctg(7x) dx

4.36
∫

x3 sin(12x) dx
∫

x2ex dx
∫

x8 ln(8x) dx∫
ln(x +

√
x2 + 10) dx

4.37
∫

x3 cos(5x) dx
∫

x3e−7x dx
∫

x4 ln(9x) dx∫
arcsin(7x) dx

4.38
∫

x2 sin(11x) dx
∫

x2ex dx
∫

x5 ln x dx∫
arccos(10x) dx

4.39
∫

x3 sin(4x) dx
∫

x3e−x dx
∫

x8 ln x dx∫
arcctg(7x) dx

4.40
∫

x2 sin(12x) dx
∫

x2e−8x dx
∫

x2 ln(10x) dx∫
ln(x +

√
x2 + 2) dx

4.41
∫

x3 cos(11x) dx
∫

x2ex dx
∫

x9 ln(9x) dx∫
arcsin x dx

4.42
∫

x2 sin(8x) dx
∫

x3e10x dx
∫

x2 ln(2x) dx∫
arccos(2x) dx

4.43
∫

x3 sin(9x) dx
∫

x2e−8x dx
∫

x3 ln(10x) dx∫
arcctg(2x) dx

4.44
∫

x2 sin(5x) dx
∫

x3e3x dx
∫

x3 ln(4x) dx∫
ln(x +

√
x2 + 10) dx
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4.45
∫

x3 cos(8x) dx
∫

x3e−x dx
∫

x5 ln(2x) dx∫
arcsin(6x) dx

4.46
∫

x3 sin(12x) dx
∫

x2e−8x dx
∫

x11 ln(3x) dx∫
arccos(5x) dx

4.47
∫

x2 sin(3x) dx
∫

x2e−9x dx
∫

x2 ln(6x) dx∫
arcctg(7x) dx

4.48
∫

x2 sin(6x) dx
∫

x2e10x dx
∫

x7 ln(4x) dx∫
ln(x +

√
x2 − 3) dx

4.49
∫

x2 cos(8x) dx
∫

x2e6x dx
∫

x5 ln(5x) dx∫
arcsin(9x) dx

4.50
∫

x3 sin(10x) dx
∫

x3e−9x dx
∫

x6 ln(3x) dx∫
arccos x dx

4.51
∫

x2 sin(11x) dx
∫

x3e−2x dx
∫

x8 ln(3x) dx∫
arcctg(6x) dx

4.52
∫

x2 sin(11x) dx
∫

x2e3x dx
∫

x2 ln(5x) dx∫
ln(x +

√
x2 − 8) dx

4.53
∫

x3 cos(5x) dx
∫

x2e−x dx
∫

x7 ln(10x) dx∫
arcsin x dx

4.54
∫

x2 sin(7x) dx
∫

x3e−10x dx
∫

x2 ln(4x) dx∫
arccos x dx

4.55
∫

x2 sin(9x) dx
∫

x2ex dx
∫

x2 ln(7x) dx∫
arcctg(8x) dx

4.56
∫

x2 sin(12x) dx
∫

x3e4x dx
∫

x2 ln(3x) dx∫
ln(x +

√
x2 + 2) dx

4.57
∫

x3 cos(7x) dx
∫

x3e−5x dx
∫

x9 ln(2x) dx∫
arcsin(6x) dx

4.58
∫

x3 sin(11x) dx
∫

x3e−10x dx
∫

x2 ln(2x) dx∫
arccos(10x) dx

4.59
∫

x3 sin(5x) dx
∫

x3e−x dx
∫

x2 ln(5x) dx∫
arcctg(4x) dx

4.60
∫

x2 sin(7x) dx
∫

x3e−9x dx
∫

x10 ln(8x) dx∫
ln(x +

√
x2 − 10) dx

4 Èíòåãðèðîâàíèå ðàöèîíàëüíûõ äðîáåé
4.1 Ðàçëîæåíèå äðîáíî-ðàöèîíàëüíîé ôóíêöèè

íà ïðîñòåéøèå ðàöèîíàëüíûå äðîáè

Íàïîìíèì, ÷òî äðîáíî-ðàöèîíàëüíàÿ ôóíêöèÿ � ýòî
îòíîøåíèå äâóõ ìíîãî÷ëåíîâ

Qm(x)

Pn(x)
=

b0x
m + . . . + bm

a0xn + . . . + an

. (27)

Åñëè m < n, òî äðîáü íàçûâàåòñÿ ïðàâèëüíîé ,
â ïðîòèâíîì ñëó÷àå � íåïðàâèëüíîé . Íåïðàâèëüíóþ
äðîáü âñåãäà ìîæíî (à ïðè èíòåãðèðîâàíèè è íóæíî)
ïðåäñòàâèòü â âèäå ñóììû öåëîé ÷àñòè (ìíîãî÷ëåíà)
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è ïðàâèëüíîé äðîáè. Ýòî ìîæíî ñäåëàòü, ðàçäåëèâ
÷èñëèòåëü íà çíàìåíàòåëü ñòîëáèêîì, íàïðèìåð, ïîäåëèì
x2 + 2x− 12 íà x + 5.

x2 + 2x − 12 x + 5
x2 + 5x x− 3
− 3x − 12
− 3x − 15

3

Ïîëó÷èì
x2 + 2x− 12

x + 5
= x− 3 +

3

x + 5
,

ñëåäîâàòåëüíî,∫
x2 + 2x− 12

x + 5
dx =

∫ (
x− 3 +

3

x + 5

)
dx =

=
x2

2
− 3x + 3 ln |x + 5|+ C.

Ïóñòü äðîáü (27) ïðàâèëüíàÿ, ïðè÷åì çíàìåíàòåëü
ðàçëîæåí íà ìíîæèòåëè. Òîãäà ýòó äðîáü ìîæíî
ïðåäñòàâèòü â âèäå ñóììû ïðîñòåéøèõ ðàöèîíàëüíûõ
äðîáåé

Qm(x)
Pn(x)

=

=
Qm(x)

a0(x− x1)α1 . . . (x− xr)αr (x2 + p1x + q1)β1 . . . (x2 + psx + qs)βs
=

=
A1

(x− x1)α1
+

A2

(x− x1)α1−1
+ . . . +

Aα1

x− x1
+ . . .

. . . +
D1

(x− xr)αr
+

D2

(x− xr)αr−1
+ . . . +

Dαr

x− xr
+

+
M1x + N1

(x2 + p1x + q1)β1
+

M2x + N2

(x2 + p1x + q1)β1−1
+ . . . +

Mβ1x + Nβ1

x2 + p1x + q1
+ . . .

+
U1x + V1

(x2 + psx + qs)βs
+

U2x + V2

(x2 + psx + qs)βs−1
+ . . . +

Uβs
x + Vβs

x2 + psx + qs
,

Çäåñü êâàäðàòíûå òðåõ÷ëåíû x2 + pix + qi èìåþò òîëüêî
êîìïëåêñíûå êîðíè.

4.2 Èíòåãðèðîâàíèå ðàöèîíàëüíûõ ôóíêöèé

Êàê ìû âèäåëè, âñÿêóþ äðîáíî-ðàöèîíàëüíóþ ôóíêöèþ
ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå ñóììû öåëîé ÷àñòè (åñëè äðîáü
íåïðàâèëüíàÿ) è ïðîñòåéøèõ ðàöèîíàëüíûõ äðîáåé âèäà

A

(x− a)α
è

Mx + N

(x2 + px + q)β
,

èíòåãðèðîâàíèå êîòîðûõ ïîäðîáíî ðàçîáðàíî äàëåå.
Çàäàíèå � 5.
Âû÷èñëèì èíòåãðàë∫

4

(x− 3)(2x + 5)
dx. (28)

Çíàìåíàòåëü äðîáè 4
(x−3)(2x+5)

èìååò äâà ïðîñòûõ

äåéñòâèòåëüíûõ êîðíÿ x1 = 3 è x2 = −2.5. Ðàçëîæåíèå
äðîáè íà ñóììó ïðîñòåéøèõ äðîáåé èùåì â âèäå:

4

(x− 3)(2x + 5)
=

A

x− 3
+

B

2x + 5
, (29)

ãäå A è B � íåîïðåäåëåííûå êîýôôèöèåíòû. Ïðèâîäÿ â
(29) ê îáùåìó çíàìåíàòåëþ ïðàâóþ ÷àñòü, ïîëó÷èì

4

(x− 3)(2x + 5)
=

A(2x + 5) + B(x− 3)

(x− 3)(2x + 5)
. (30)

Ïðèðàâíèâàÿ ÷èñëèòåëè äðîáåé, ïîëó÷èì òîæäåñòâî

4 = A(2x + 5) + B(x− 3). (31)
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Ïåðåïèøåì åãî â âèäå

4 = (2A + B)x + (5A− 3B). (32)

Ðàññìîòðèì ñïîñîá íàõîæäåíèÿ íåîïðåäåëåííûõ
êîýôôèöèåíòîâ ìåòîäîì ïðèðàâíèâàíèÿ

êîýôôèöèåíòîâ ïðè îäèíàêîâûõ ñòåïåíÿõ

ïåðåìåííîé x. Ïðèðàâíÿåì êîýôôèöèåíòû ïðè
îäèíàêîâûõ ñòåïåíÿõ x ìíîãî÷ëåíîâ, ñòîÿùèõ â ëåâîé è
ïðàâîé ÷àñòÿõ òîæäåñòâà (31):

x1 0 = 2A + B,
x0 4 = 5A− 3B.

Ïîëó÷èì ñèñòåìó äâóõ óðàâíåíèé ñ äâóìÿ íåèçâåñòíûìè
A è B: {

0 = 2A + B,
4 = 5A− 3B.

(33)

Ðåøèì ñèñòåìó (33) è ïîëó÷èì: A = 4
11
, B = − 8

11
.

×àñòî áûâàåò ïîëåçíî â ðàâåíñòâî (31) ïîäñòàâëÿòü
âìåñòî x íåêîòîðûå ñïåöèàëüíî ïîäîáðàííûå ÷èñëà
(îáû÷íî äåéñòâèòåëüíûûå êîðíè çíàìåíàòåëÿ
ðàöèîíàëüíîé äðîáè, à òàêæå ÷èñëà 0, ±1 è äðóãèå)
� ìåòîä ïîäñòàíîâêè. Â ðåçóëüòàòå ïîëó÷àþòñÿ
óðàâíåíèÿ îòíîñèòåëüíî èñêîìûõ êîýôôèöèåíòîâ.
Â ðàññìàòðèâàåìîì ïðèìåðå ïîäñòàâèì â (31) x = 3,

ïîëó÷èì 4 = 11A, îòêóäà A = 4
11
. Ïîäñòàâèì x = −2.5

ïîëó÷èì 4 = −5.5B, îòêóäà B = − 8
11
.

Ïîñëå òîãî, êàê íåîïðåäåëåííûå êîýôôèöèåíòû â
ðàçëîæåíèè (29) íàéäåíû, èñõîäíûé èíòåãðàë ñâîäèòñÿ ê
âû÷èñëåíèþ äâóõ òàáëè÷íûõ èíòåãðàëîâ, à èìåííî:∫

4

(x− 3)(2x + 5)
dx =

4

11

∫
dx

x− 3
− 8

11

∫
dx

2x + 5
=

=
4

11
ln |x− 3| − 8

11

1

2
ln |2x + 5|+ C =

4

11
ln

∣∣∣∣ x− 3

2x + 5

∣∣∣∣ + C.

Âàðèàíòû çàäàíèÿ � 5.

5.1

∫
−9x− 23

x2 + 4x− 21
dx 5.2

∫
10x + 6

x2 − 3x− 10
dx

5.3

∫
−11x + 31

x2 − 5x− 6
dx 5.4

∫
5x− 79

x2 − x− 72
dx

5.5

∫
−5x + 30

x2 − 12x + 36
dx 5.6

∫
2x− 47

x2 − 7x + 6
dx

5.7

∫
17x + 103

x2 + 12x + 35
dx 5.8

∫
3x− 30

x2 − 17x + 72
dx

5.9

∫
−10x + 4

x2 − 2x− 8
dx 5.10

∫
−3x + 33

x2 − 2x− 3
dx

5.11

∫
14x + 14

x2 − 2x− 48
dx 5.12

∫
4x + 96

x2 + 6x− 27
dx

5.13

∫
−2x− 36

x2 − 4x− 12
dx 5.14

∫
−3x + 42

x2 − 3x− 4
dx

5.15

∫
4x− 25

x2 − 11x + 28
dx 5.16

∫
14x− 12

x2 − x− 6
dx

5.17

∫
−6x + 9

x2 + 3x− 18
dx 5.18

∫
−5x + 24

x2 − 3x− 28
dx

5.19

∫
−13x− 25

x2 + 2x− 15
dx 5.20

∫
−x + 33

x2 − x− 42
dx

5.21

∫
−16x− 130

x2 + 16x + 63
dx 5.22

∫
−6x− 87

x2 + 3x− 40
dx

5.23

∫
−6x + 48

x2 − 12x + 35
dx 5.24

∫
14x + 119

x2 + 17x + 72
dx
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5.25

∫
−10x + 39

x2 − 9x + 18
dx 5.26

∫
5x + 43

x2 − 7x− 18
dx

5.27

∫
−3x− 42

x2 + 2x− 8
dx 5.28

∫
−8x + 62

x2 + 2x− 48
dx

5.29

∫
−4x− 4

x2 + 14x + 45
dx 5.30

∫
6x− 42

x2 + 6x− 27
dx

5.31

∫
12x− 60

x2 − 10x + 24
dx 5.32

∫
9x + 62

x2 + 11x + 24
dx

5.33

∫
−3x− 25

x2 + 8x + 15
dx 5.34

∫
−4x + 32

x2 − 16x + 64
dx

5.35

∫
13x− 51

x2 − 4x− 21
dx 5.36

∫
13x− 49

x2 − 6x + 5
dx

5.37

∫
−7x− 4

x2 + 5x + 4
dx 5.38

∫
9x− 33

x2 − 7x + 12
dx

5.39

∫
−13x− 57

x2 + 9x + 20
dx 5.40

∫
−7x + 49

x2 − 14x + 49
dx

5.41

∫
−9x + 30

x2 − 9x + 8
dx 5.42

∫
−12x− 22

x2 + 4x + 3
dx

5.43

∫
−10x− 29

x2 + 3x− 10
dx 5.44

∫
10x + 72

x2 + 15x + 56
dx

5.45

∫
−12x− 12

x2 + 2x− 24
dx 5.46

∫
6x− 38

x2 − 10x + 9
dx

5.47

∫
−3x + 36

x2 + 3x− 18
dx 5.48

∫
−2x + 87

x2 + x− 30
dx

5.49

∫
5x− 38

x2 − 4x− 12
dx 5.50

∫
−9x + 1

x2 − 8x− 9
dx

5.51

∫
2x + 11

x2 − 7x− 8
dx 5.52

∫
8x− 51

x2 − 15x + 54
dx

5.53

∫
−3x− 21

x2 + 14x + 49
dx 5.54

∫
−5x− 18

x2 + 3x− 10
dx

5.55

∫
3x− 42

x2 − 8x + 12
dx 5.56

∫
−x + 71

x2 + 8x− 9
dx

5.57

∫
9x− 11

x2 − 4x− 45
dx 5.58

∫
−2x− 38

x2 + 5x− 24
dx

5.59

∫
−5x− 87

x2 + x− 42
dx 5.60

∫
−8x− 56

x2 + 14x + 45
dx

Çàäàíèå � 6.
Ðàññìîòðèì ñëó÷àé, êîãäà çíàìåíàòåëü ðàöèîíàëüíîé

äðîáè èìååò êðàòíûå äåéñòâèòåëüíûå êîðíè.
Âû÷èñëèì èíòåãðàë∫

x2 + 5

(x + 1)(x− 2)3
dx. (34)

Ðàçëîæåíèå äðîáè x2+5
(x+1)(x−2)3

íà ñóììó ïðîñòåéøèõ äðîáåé
èùåì â âèäå

x2 + 5

(x + 1)(x− 2)3
=

A

x + 1
+

B1

x− 2
+

B2

(x− 2)2
+

B3

(x− 2)3
, (35)

ãäå A, B1, B2 è B3 � íåîïðåäåëåííûå êîýôôèöèåíòû.
Ïðèâîäÿ â (35) ê îáùåìó çíàìåíàòåëþ ïðàâóþ ÷àñòü,
ïîëó÷èì

x2 + 5

(x + 1)(x− 2)3
=

A(x− 2)3 + B1(x + 1)(x− 2)2+

+B2(x + 1)(x− 2) + B3(x + 1)

(x + 1)(x− 2)3
. (36)

Ïðèðàâíèâàÿ ÷èñëèòåëè äðîáåé, ïîëó÷àåì òîæäåñòâî

x2 + 5 = A(x− 2)3 + B1(x + 1)(x− 2)2 +

+B2(x + 1)(x− 2) + B3(x + 1). (37)
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Íàéäåì êîýôôèöèåíòû A, B1, B2 è B3, äëÿ ýòîãî â
òîæäåñòâå (37) ïîëîæèì x = 2, ïîëó÷èì

2B3 = 9, B3 = 3,

x = −1 : −27A = 6, A = −2
9
.

Ïðè ïîäñòàíîâêå â (37) x = 0 è x = 1, à òàêæå óæå
íàéäåííûõ A = −2

9
è B3 = 3, ïîëó÷èì ñèñòåìó äâóõ

óðàâíåíèé ñ äâóìÿ íåèçâåñòíûìè:{
2B1 −B2 = 1

9
,

B1 −B2 = −1
9
.

(38)

Ðåøèì ñèñòåìó (38) è ïîëó÷èì: B1 = 2
9
, B2 = 1

3
.

Èñõîäíûé èíòåãðàë (34) ñâîäèòñÿ ê âû÷èñëåíèþ ÷åòûõ
òàáëè÷íûõ èíòåãðàëîâ, à èìåííî:∫

x2 + 5

(x + 1)(x− 2)3
dx = −2

9

∫
dx

x + 1
+

2

9

∫
dx

x− 2
+

+
1

3

∫
dx

(x− 2)2
+ 3

∫
dx

(x− 2)3
= −2

9
ln |x + 1|+

+
2

9
ln |x− 2| − 1

3(x− 2)
− 3

2(x− 2)2
+ C. (39)

Âàðèàíòû çàäàíèÿ � 6.

6.1.

∫
−x3 − 18x2 − 28x + 4

(x + 4)(x + 1)3
dx 6.2.

∫
−2x3 − 17x2 − 16x + 5

(x− 3)(x + 2)3
dx

6.3.

∫
2x3 − 5x2 − 20x + 59

(x− 4)2(x− 1)2
dx 6.4.

∫
−5x3 − 11x2 + 36x + 26

(x− 3)2(x + 2)2
dx

6.5.

∫
3x3 + 19x2 + 29x + 34

(x− 5)(x + 2)3
dx 6.6.

∫
−2x3 − 11x2 + 20x− 32

(x− 3)2(x + 2)2
dx

6.7.

∫
3x3 − 24x2 + 56x− 28

(x− 5)(x− 2)3
dx 6.8.

∫
−3x3 − 8x2 + 15
(x + 3)(x + 1)3

dx

6.9.

∫
x3 − 7x2 − 40x− 96

(x + 5)2(x− 2)2
dx 6.10.

∫
−3x3 + 30x2 − 85x + 68

(x + 4)(x− 2)3
dx

6.11.

∫
4x3 + 22x2 + 35x + 17

(x + 5)(x + 2)3
dx 6.12.

∫
x3 − 27x− 62

(x + 4)2(x + 1)2
dx

6.13.

∫
4x3 + 13x2 − 36x + 29

(x + 4)(x− 1)3
dx 6.14.

∫
−x3 + 11x2 − 3x− 36

(x + 4)(x− 2)3
dx

6.15.

∫
−x3 + x2 + 8x + 9

(x + 2)(x + 1)3
dx 6.16.

∫
5x3 + 18x2 + 23x + 16

(x + 4)(x + 1)3
dx

6.17.

∫
x3 + 6x2 − 9x + 1
(x− 4)(x + 1)3

dx 6.18.

∫
−3x3 + 11x2 + x + 62

(x− 4)2(x + 1)2
dx

6.19.

∫
7x3 + 24x2 + 26x + 8

(x + 2)(x + 1)3
dx 6.20.

∫
3x3 − 8x2 + 5x− 15

(x + 2)(x− 1)3
dx

6.21.

∫
3x2 + 5x + 1

(x + 2)(x + 1)3
dx 6.22.

∫
3x3 + 30x2 + 96x + 108

(x + 4)2(x + 2)2
dx

6.23.

∫
4x3 + 11x2 + 10x + 19

(x− 3)(x + 1)3
dx 6.24.

∫
2x3 − 3x2 + 20x− 128

(x− 5)2(x + 2)2
dx

6.25.

∫
−3x3 + 4x2 + 21x− 27

(x + 5)(x− 2)3
dx 6.26.

∫
−x3 + 7x2 − 13x− 12

(x + 4)(x− 2)3
dx

6.27.

∫
−x3 + 4x2 − 8x + 12

(x− 4)2(x− 2)2
dx 6.28.

∫
−4x3 − 17x2 − 21x− 7

(x + 2)(x + 1)3
dx

6.29.

∫
−3x3 − 5x2 − 14x− 24

(x− 3)(x + 1)3
dx 6.30.

∫
−2x3 + 19x2 − 56x + 54

(x− 3)2(x− 2)2
dx

6.31.

∫
4x3 − 8x2 − 2x + 8

(x− 2)(x− 1)3
dx 6.32.

∫
−4x3 + 27x2 − 65x + 59

(x− 3)(x− 2)3
dx

6.33.

∫
3x3 + 7x2 − x− 8
(x + 2)2(x + 1)2

dx 6.34.

∫
−3x3 − 17x2 − 21x + 1

(x + 3)(x + 1)3
dx

6.35.

∫
2x3 + 16x2 + 47x + 49

(x + 3)(x + 2)3
dx 6.36.

∫
5x3 − 40x2 + 104x− 90

(x− 3)2(x− 2)2
dx

6.37.

∫
2x3 + 17x2 + 42x + 42

(x− 3)(x + 2)3
dx 6.38.

∫
−3x3 + 19x2 − 32x + 24

(x + 4)(x− 2)3
dx

6.39.

∫
4x3 − 7x2 − 14x− 21

(x− 2)2(x + 1)2
dx 6.40.

∫
8x3 − 8x2 − 13x− 7

(x + 3)(x− 1)3
dx

6.41.

∫
−5x3 + 20x2 − x− 19

(x + 4)(x− 1)3
dx 6.42.

∫
10x3 + 65x2 + 143x + 109

(x + 3)(x + 2)3
dx
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6.43.

∫
2x3 − 4x2 + 8x + 3
(x + 2)2(x− 1)2

dx 6.44.

∫
3x3 + 16x2 + 42x + 32

(x− 4)(x + 2)3
dx

6.45.

∫
x3 + 11x2 + 34x + 33

(x + 3)2(x + 2)2
dx 6.46.

∫
−6x3 + 30x2 − 49x + 20

(x + 4)(x− 2)3
dx

6.47.

∫
2x3 + 9x2 + 4x− 9

(x + 5)(x + 2)3
dx 6.48.

∫
−4x3 − 4x2 + 50x− 101

(x + 5)2(x− 2)2
dx

6.49.

∫
2x3 − 5x2 − x + 10

(x− 3)(x− 1)3
dx 6.50.

∫
3x3 + 28x2 + 78x + 58

(x− 3)(x + 2)3
dx

6.51.

∫
3x3 − 2x2 − 2x− 119

(x− 5)2(x + 2)2
dx 6.52.

∫
−7x3 + 36x2 − 54x + 34

(x− 4)(x− 1)3
dx

6.53.

∫
5x3 + 25x2 + 26x− 5

(x + 5)(x + 2)3
dx 6.54.

∫
2x3 + 3x2 + 4x + 64

(x + 3)2(x− 2)2
dx

6.55.

∫
x3 − 7x2 + 6x− 20

(x + 3)(x− 1)3
dx 6.56.

∫
−4x3 + 25x2 − 55x + 44

(x− 3)(x− 2)3
dx

6.57.

∫
x3 − 8x2 + 16x− 6
(x− 3)2(x− 2)2

dx 6.58.

∫
6x3 + 29x2 + 47x + 5

(x− 5)(x + 2)3
dx

6.59.

∫
x3 − 5x2 + 16x− 8

(x + 4)(x− 2)3
dx 6.60.

∫
5x3 + 46x2 + 100x + 20

(x + 5)2(x + 2)2
dx

Çàäàíèå � 7.
Âû÷èñëèì èíòåãðàë∫

x− 1

(x + 3)(x2 + 2x + 4)
dx. (40)

Çíàìåíàòåëü äðîáè x−1
(x+3)(x2+2x+4)

èìååò îäèí

äåéñòâèòåëüíûé (x = −3) è äâà êîìïëåêñíûõ êîðíÿ, òàê
êàê äèñêðèìèíàíò âûðàæåíèÿ x2 + 2x + 4 îòðèöàòåëüíûé.
Ñëåäîâàòåëüíî, ðàçëîæåíèå íà ïðîñòåéøèå äðîáè áóäåì
èñêàòü â âèäå

x− 1

(x + 3)(x2 + 2x + 4)
=

A

x + 3
+

Bx + c

x2 + 2x + 4
, (41)

ãäå A, B è C � íåîïðåäåëåííûå êîýôôèöèåíòû. Ïðèâîäÿ
â (41) ê îáùåìó çíàìåíàòåëþ ïðàâóþ ÷àñòü, ïîëó÷èì

x− 1

(x + 3)(x2 + 2x + 4)
=

A(x2 + 2x + 4) + (Bx + C)(x + 3)

(x + 3)(x2 + 2x + 4)
.

(42)
Ïðèðàâíèâàÿ ÷èñëèòåëè äðîáåé, ïîëó÷èì òîæäåñòâî

x− 1 = A(x2 + 2x + 4) + (Bx + C)(x + 3), (43)

ïåðåïèøåì åãî â âèäå

x− 1 = (A + B)x2 + (2A + 3B + C)x + (4A + 3C) (44)

è ïðèðàâíÿåì êîýôôèöèåíòû ïðè îäèíàêîâûõ ñòåïåíÿõ x.
Ïîëó÷èì ñèñòåìó òðåõ óðàâíåíèé ñ òðåìÿ íåèçâåñòíûìè A + B = 0,

2A + 3B + C = 1,
4A + 3C = −1.

(45)

Ðåøèì ñèñòåìó (45) è ïîëó÷èì: A = −4
7
, B = 4

7
, C = 3

7
.

Ñëåäîâàòåëüíî,∫
x− 1

(x + 3)(x2 + 2x + 4)
dx = −4

7

∫
dx

x + 3
+

∫ 4
7
x + 3

7

x2 + 2x + 4
dx.

(46)
Ïåðâûé èíòåãðàë â ïðàâîé ÷àñòè (46) òàáëè÷íûé è ðàâåí
−4

7
ln |x + 3|, à âòîðîé èíòåãðàë ðàññìîòðèì ïîäðîáíî, äëÿ

óäîáñòâà âûíåñÿ 1
7
çà çíàê èíòåãðàëà. Èìååì∫

4x + 3

x2 + 2x + 4
dx. (47)

×òîáû âçÿòü èíòåãðàë (47), âûäåëèì ïîëíûé êâàäðàò
â çíàìåíàòåëå, à çàòåì ñäåëàåì çàìåíó ïåðåìåííûõ,

� 20� � 21�



ïîëó÷èì∫
4x + 3

(x + 1)2 + 3
dx =

∫
4(x + 1)− 1

(x + 1)2 + 3
d(x + 1). (48)

Îáîçíà÷èì x + 1 = t, ïîëó÷èì∫
4t− 1

t2 + 3
dt = 2

∫
2t dt

t2 + 3
−

∫
dt

t2 + 3
= 2

∫
d(t2 + 3)

t2 + 3
−

− 1√
3

arctg
t√
3

= 2 ln |t2 + 3| − 1√
3

arctg
t√
3
.(49)

Äåëàÿ â (49) îáðàòíóþ çàìåíó, ïîëó÷àåì, ñ ó÷åòîì óæå
ïðîèíòåãðèðîâàííîãî ñëàãàåìîãî èç (46) è âûíåñåííîé
êîíñòàíòû 1

7
, îòâåò:∫

x− 1

(x + 3)(x2 + 2x + 4)
dx = −4

7
ln |x + 3|+

+
2

7
ln(x2 + 2x + 4)− 1

7
√

3
arctg

x + 1√
3

. (50)

Çàìåòèì, ÷òî â îòâåòå ó âòîðîãî ëîãàðèôìà àðãóìåíò
(x2 + 2x + 4) âñåãäà ïîëîæèòåëåí, ïîýòîìó ìîäóëü ìîæíî
íå ïèñàòü.
Çàìå÷àíèå 1. Èíîãäà öåëåñîîáðàçíî ïðèìåíÿòü

êîìáèíèðîâàííûé ìåòîä : óðàâíåíèÿ äëÿ
íåîïðåäåëåííûõ êîýôôèöèåíòîâ ìîæíî ïîëó÷àòü êàê
ïîäñòàâëÿÿ çíà÷åíèÿ ïåðåìåííîé x, òàê è ïðèðàâíèâàÿ
êîýôôèöèåíòû ïðè îäèíàêîâûõ ñòåïåíÿõ (ïðè ýòîì
ñëåäóåò ñëåäèòü, ÷òîáû êîëè÷åñòâî ëèíåéíî íåçàâèñèìûõ
óðàâíåíèé ñîâïàäàëî ñ êîëè÷åñòâîì íåèçâåñòíûõ).
Íàïðèìåð, òîæäåñòâî (43) ïðèâîäèò ê ñèñòåìå

x = −3 −4 = 7A,
x = 0 −1 = 4A + 3C,
x2 0 = A + B.

Çàìå÷àíèå 2. Îòìåòèì, ÷òî â íåêîòîðûõ ñëó÷àÿõ íåò
íåîáõîäèìîñòè ñîñòàâëÿòü è ðåøàòü ñèñòåìó óðàâíåíèé
äëÿ íàõîæäåíèÿ íåîïðåäåëåííûõ êîýôôèöèåíòîâ,
íàïðèìåð,

3x + 7

(x− 2)4
=

3(x− 2) + 13

(x− 2)4
=

3

(x− 2)3
+

13

(x− 2)4
.

Âàðèàíòû çàäàíèÿ � 7.

7.1
∫

−11x2 − 24x− 64
(x + 2)(x2 + 8x + 32)

dx 7.2
∫

−6x2 + 10x + 32
(x− 1)(x2 + 4x + 13)

dx

7.3
∫

−10x2 + 1x− 61
(x + 1)(x2 − 4x + 13)

dx 7.4
∫

−4x2 + 5x + 35
(x− 1)(x2 + 4x + 13)

dx

7.5
∫

−5x2 + 18x + 107
(x + 2)(x2 + 6x + 25)

dx 7.6
∫

10x2 + 13x + 54
(x + 2)(x2 − 6x + 18)

dx

7.7
∫

6x2 − 32x

(x− 2)(x2 + 4x + 8)
dx 7.8

∫
−4x2 + 8x + 48

(x + 2)(x2 + 4x + 8)
dx

7.9
∫

9x2 + 9x + 30
(x + 1)(x2 + 4x + 13)

dx 7.10
∫

−11x2 − 34x− 83
(x + 1)(x2 + 6x + 25)

dx

7.11
∫

10x2 − 24x + 76
(x− 2)(x2 − 6x + 25)

dx 7.12
∫

−9x2 − 14x− 16
(x− 1)(x2 + 4x + 8)

dx

7.13
∫

−4x2 + 24
(x− 2)(x2 − 4x + 8)

dx 7.14
∫

−5x2 − 38x + 42
(x + 1)(x2 − 6x + 18)

dx

7.15
∫

3x2 + 24x− 18
(x + 1)(x2 − 4x + 8)

dx 7.16
∫

12x2 − 20x + 88
(x− 1)(x2 − 6x + 25)

dx

7.17
∫

−12x2 − 52x− 112
(x + 1)(x2 + 8x + 25)

dx 7.18
∫

−x2 + 23x + 93
(x− 2)(x2 + 8x + 25)

dx

7.19
∫

5x2 + 10x− 30
(x− 1)(x2 − 4x + 8)

dx 7.20
∫

−8x2 − 12x− 74
(x + 2)(x2 − 6x + 25)

dx

7.21
∫

−11x2 − 6x− 55
(x + 2)(x2 − 6x + 13)

dx 7.22
∫

10x2 − 56x + 124
(x− 2)(x2 − 8x + 25)

dx
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7.23
∫

9x2 + 12x + 42
(x + 1)(x2 + 6x + 18)

dx 7.24
∫

−2x2 − 34x + 40
(x + 2)(x2 − 4x + 13)

dx

7.25
∫

5x2 − 8x− 52
(x + 1)(x2 + 8x + 20)

dx 7.26
∫

5x2 + 4x− 27
(x + 2)(x2 + 6x + 13)

dx

7.27
∫

−12x2 + 48x− 136
(x− 1)(x2 − 8x + 32)

dx 7.28
∫

−7x2 − 10x− 43
(x + 2)(x2 + 6x + 25)

dx

7.29
∫

2x2 + 24x− 42
(x + 1)(x2 − 6x + 25)

dx 7.30
∫

−6x2 − 8
(x− 2)(x2 − 4x + 20)

dx

7.31
∫

6x2 − 4x + 24
(x− 1)(x2 + 4x + 8)

dx 7.32
∫

2x2 + 30x− 24
(x + 1)(x2 − 4x + 8)

dx

7.33
∫

6x2 + 26x− 52
(x + 2)(x2 − 8x + 20)

dx 7.34
∫

6x2 + 8x− 48
(x + 1)(x2 − 4x + 20)

dx

7.35
∫

−10x2 − 28x− 32
(x + 2)(x2 + 8x + 20)

dx 7.36
∫

2x2 − 28x− 32
(x− 2)(x2 + 8x + 20)

dx

7.37
∫

36x + 136
(x + 1)(x2 + 8x + 32)

dx 7.38
∫

6x2 + 7x− 35
(x + 1)(x2 − 4x + 13)

dx

7.39
∫

6x2 + 17x + 32
(x− 2)(x2 + 8x + 25)

dx 7.40
∫

−6x2 + 41x + 32
(x− 2)(x2 + 8x + 25)

dx

7.41
∫

−3x2 + 28x + 91
(x + 1)(x2 + 6x + 25)

dx 7.42
∫

10x2 + 12x + 96
(x− 2)(x2 + 8x + 20)

dx

7.43
∫

x2 + 16x− 60
(x + 1)(x2 − 6x + 18)

dx 7.44
∫

−8x2 + 27x− 45
(x− 1)(x2 − 6x + 18)

dx

7.45
∫

−2x2 − 16x + 38
(x + 1)(x2 − 4x + 8)

dx 7.46
∫

−11x2 − 28x− 84
(x− 1)(x2 + 8x + 32)

dx

7.47
∫

−6x2 − 12x + 52
(x− 1)(x2 − 4x + 20)

dx 7.48
∫

10x2 − 9x + 32
(x + 2)(x2 − 8x + 25)

dx

7.49
∫

3x2 − 18x− 78
(x− 2)(x2 + 6x + 18)

dx 7.50
∫

−5x2 + 28x + 87
(x + 1)(x2 + 8x + 25)

dx

7.51
∫

−3x2 − 4x + 31
(x− 1)(x2 − 6x + 13)

dx 7.52
∫

−2x2 + 14x + 32
(x + 1)(x2 + 6x + 13)

dx

7.53
∫

5x2 + 8x− 48
(x + 1)(x2 + 4x + 20)

dx 7.54
∫

11x2 + 4x + 45
(x− 1)(x2 + 6x + 13)

dx

7.55
∫

6x2 + 20
(x + 1)(x2 − 4x + 8)

dx 7.56
∫

4x2 + 39x− 118
(x + 2)(x2 − 8x + 25)

dx

7.57
∫

6x2 − 4x + 8
(x− 1)(x2 − 4x + 8)

dx 7.58
∫

8x2 + 18x + 24
(x + 2)(x2 + 6x + 18)

dx

7.59
∫

−2x2 − 25x + 8
(x + 2)(x2 − 4x + 13)

dx 7.60
∫

2x2 + 6x− 32
(x + 1)(x2 − 4x + 13)

dx

Çàäàíèå � 8.
Â äàííîì çàäàíèè çíàìåíàòåëü äðîáè èìååò îäèí

äåéñòâèòåëüíûé êîðåíü, êîòîðûé ìîæíî �óãàäàòü�.
Ìíîãî÷ëåí a0x

n + a1x
n−1 + . . . + an−1x + an ñ öåëûìè

êîýôôèöèåíòàìè èìååò ðàöèîíàëüíûé êîðåíü âèäà m
k
, ãäå

m � äåëèòåëü êîýôôèöèåíòà an, k � äåëèòåëü a0.
Ðàññìîòðèì ïðèìåð: ïîïûòàåìñÿ íàéòè ðàöèîíàëüíûé

êîðåíü ìíîãî÷ëåíà

2x3 − x2 + x + 1.

Êîýôôèöèåíòû ðàâíû: a0 = 2, a3 = 1, ñëåäîâàòåëüíî,
m = +1,−1, k = +1,−1, +2,−2. Ðàöèîíàëüíûì êîðíåì
ìîãóò ÿâëÿòüñÿ ÷èñëà m

k
= +1,−1, 1

2
,−1

2
. Ïîäñòàíîâêîé

óáåæäàåìñÿ, ÷òî x = −1
2
ÿâëÿåòñÿ êîðíåì ìíîãî÷ëåíà

2x3 − x2 + x + 1. Ñëåäîâàòåëüíî, ìíîãî÷ëåí ìîæíî
ðàçëîæèòü íà äâà ìíîæèòåëÿ, ïîäåëèâ åãî íà

(
x + 1

2

)
,

ïîëó÷èì

2x3 − x2 + x + 1 =

(
x +

1

2

)
(2x2 − 2x + 2).

Âàðèàíòû çàäàíèÿ � 8.

8.1
∫

2x2 − 13x− 70
x3 + 6x2 + 21x + 26

dx 8.2
∫

4x2 − 12x− 32
x3 − 10x2 + 48x− 64

dx

8.3
∫

9x2 + 12x + 81
x3 + 7x2 + 17x− 25

dx 8.4
∫

−6x2 + 12x + 38
x3 + 5x2 + 17x + 13

dx
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8.5
∫

−9x2 + 6x− 78
x3 + 4x2 + 6x− 36

dx 8.6
∫

4x2 + 22x− 52
x3 − 6x2 + 4x + 40

dx

8.7
∫

7x2 − 22x + 30
x3 − 4x2 + 6x + 36

dx 8.8
∫

−10x2 + 8x− 60
x3 − 4x2 + x + 26

dx

8.9
∫

8x2 + 18x + 24
x3 + 3x2 + 16x− 20

dx 8.10
∫

−16x + 48
x3 − 7x2 + 19x− 13

dx

8.11
∫

7x2 + 32x + 63
x3 + 7x2 + 17x− 25

dx 8.12
∫

−10x2 − 48x− 124
x3 + 8x2 + 37x + 50

dx

8.13
∫

−12x2 − 60x− 152
x3 + 10x2 + 48x + 64

dx 8.14
∫

8x2 + 32x + 88
x3 + 5x2 + 19x− 25

dx

8.15
∫

−5x2 − 16x + 112
x3 − 10x2 + 48x− 64

dx 8.16
∫

−4x2 − 26x + 28
x3 − 3x2 + 16x + 20

dx

8.17
∫

8x− 64
x3 − 3x2 + 9x + 13

dx 8.18
∫

−8x2 + 14x− 14
x3 − 3x2 + 9x + 13

dx

8.19
∫

10x2 + 32x + 94
x3 + 7x2 + 17x− 25

dx 8.20
∫

5x2 + 8x− 63
x3 − 6x2 + 21x− 26

dx

8.21
∫

−2x2 + 38x + 44
x3 + 5x2 + 7x− 13

dx 8.22
∫

−7x2 + 14x− 81
x3 − 7x2 + 17x + 25

dx

8.23
∫

8x2 − 32x + 66
x3 − 8x2 + 37x− 50

dx 8.24
∫

−8x2 + 36x− 60
x3 − 7x2 + 19x− 13

dx

8.25
∫

11x2 − 8x + 42
x3 − 4x2 + 6x + 36

dx 8.26
∫

−7x2 − 20x− 42
x3 + 8x2 + 30x + 36

dx

8.27
∫

−8x2 + 30x− 62
x3 − 7x2 + 31x− 25

dx 8.28
∫

10x2 − 4x + 14
x3 − 5x2 + 17x− 13

dx

8.29
∫

8x2 + 19x + 63
x3 + 7x2 + 24x + 18

dx 8.30
∫

12x2 + 52x + 112
x3 + 9x2 + 33x + 25

dx

8.31
∫

9x2 + 66
x3 − 5x2 + 12x + 18

dx 8.32
∫

−9x2 − 6x− 87
x3 + 7x2 + 17x− 25

dx

8.33
∫

−3x2 − 12x + 69
x3 − 9x2 + 33x− 25

dx 8.34
∫

7x2 − 12x + 44
x3 − 6x2 + 28x− 40

dx

8.35
∫

8x2 − 36x + 76
x3 − 6x2 + 21x− 26

dx 8.36
∫

4x2 + 14x− 34
x3 − 7x2 + 19x− 13

dx

8.37
∫

−7x2 + 26x− 48
x3 − 10x2 + 36x− 40

dx 8.38
∫

−4x2 + 36x + 68
x3 + 3x2 + 16x− 20

dx

8.39
∫

−3x2 + 26x + 52
x3 + 3x2 + 16x− 20

dx 8.40
∫

4x2 + 31x− 109
x3 − 7x2 + 17x + 25

dx

8.41
∫
−6x2 − 4x− 24
x3 − 2x2 + 16

dx 8.42
∫

x2 + 40x− 80
x3 − 6x2 + 16x + 64

dx

8.43
∫

−7x2 − 31x− 63
x3 + 7x2 + 24x + 18

dx 8.44
∫

−4x2 + 8x + 22
x3 + 5x2 + 12x + 8

dx

8.45
∫

11x2 + 14x + 63
x3 + 6x2 + 9x− 50

dx 8.46
∫

5x2 − 30x− 47
x3 + 4x2 + x− 26

dx

8.47
∫

−2x2 − 12x + 42
x3 − 8x2 + 25x− 26

dx 8.48
∫

−10x2 − 34x− 44
x3 + 6x2 + 16x + 16

dx

8.49
∫

11x2 − 32x + 44
x3 − 10x2 + 36x− 40

dx 8.50
∫

−6x2 − 26x + 52
x3 − 6x2 + 4x + 40

dx

8.51
∫

−4x2 − 6x + 24
x3 + 8x2 + 30x + 36

dx 8.52
∫

10x2 + 4x + 68
x3 + 4x2 + x− 26

dx

8.53
∫

x2 + 36x− 112
x3 − 9x2 + 40x− 32

dx 8.54
∫

−10x + 60
x3 − 8x2 + 30x− 36

dx

8.55
∫

4x2 + 16x− 46
x3 − 9x2 + 28x− 20

dx 8.56
∫

5x2 + 2x− 36
x3 − 6x2 + 16x− 16

dx

8.57
∫

−6x2 + 4x + 38
x3 + 3x2 + 9x− 13

dx 8.58
∫

8x2 − 12x + 30
x3 − 7x2 + 24x− 18

dx

8.59
∫

8x2 − 30x + 48
x3 − 9x2 + 28x− 20

dx 8.60
∫

−4x2 + 28x + 84
x3 + 7x2 + 24x + 18

dx

5 Èíòåãðèðîâàíèå òðèãîíîìåòðè÷åñêèõ
ôóíêöèé

Ðàññìîòðèì ñïîñîáû âû÷èñëåíèÿ íåîïðåäåëåííûõ
èíòåãðàëîâ îò òðèãîíîìåòðè÷åñêèõ ôóíêöèé. Ïóñòü
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íàäî âû÷èñëèòü ∫
sin(7x) cos(4x) dx.

Èç òðèãîíîìåòðèè èçâåñòíà ôîðìóëà

sin α cos β =
1

2
[sin(α + β) + sin(α− β)]. (51)

Ïðèìåíÿÿ åå, ïîëó÷èì∫
sin(7x) cos(4x) dx =

1

2

∫
(sin(11x) + sin(3x))dx =

= − 1

22
cos(11x)− 1

6
cos(3x) + C.

Â àíàëîãè÷íûõ ñëó÷àÿõ ïðèìåíÿþòñÿ òàêæå ôîðìóëû

sin α sin β =
1

2
[cos(α− β)− cos(α + β)], (52)

cos α cos β =
1

2
[cos(α + β) + cos(α− β)]. (53)

5.1 Èíòåãðèðîâàíèå ôóíêöèé, ðàöèîíàëüíî
çàâèñÿùèõ îò òðèãîíîìåòðè÷åñêèõ ôóíêöèé

Ðàññìîòðèì èíòåãðàë âèäà∫
sinm x cosn x dx, (54)

ãäå m è n � öåëûå ÷èñëà.
1) Åñëè õîòÿ áû îäíî èç m è n íå÷åòíîå ïîëîæèòåëüíîå

÷èñëî, òî ïðèìåíÿþòñÿ ôîðìóëû

sin x dx = −d cos x, cos x dx = d sin x.

Äàëåå ñ ïîìîùüþ îñíîâíîãî òðèãîíîìåòðè÷åñêîãî
òîæäåñòâà sin2 x+cos2 x = 1 ñëåäóåò âûðàçèòü ñèíóñ ÷åðåç
êîñèíóñ èëè íàîáîðîò òàê, ÷òîáû â ïîäèíòåãðàëüíîì
âûðàæåíèè îñòàëèñü òîëüêî êîñèíóñû èëè òîëüêî ñèíóñû.
Íàïðèìåð, âû÷èñëèì èíòåãðàë∫

cos3 x dx

sin2 x
=

∫
cos2 x cos x dx

sin2 x
=

∫
(1− sin2 x) d sin x

sin2 x
=

= |t = sin x| =
∫ (

1

t2
− 1

)
dt = −1

t
− t + C =

= − 1

sin x
− sin x + C.

2) Åñëè è m è n � ÷åòíûå ÷èñëà, èëè m + n � ÷åòíîå
îòðèöàòåëüíîå ÷èñëî, òî ïðèìåíèìà ïîäñòàíîâêà tg x = t.
Íàïðèìåð, ∫

sin2 x

cos8 x
dx =

∣∣∣∣ tg x = t, x = arctg t
dx = dt

1+t2
, cos2 x = 1

1+t2

∣∣∣∣ =

=

∫
t2(1 + t2)3

1 + t2
dt =

∫
t2(1 + t2)2dt =

∫
(t2 + 2t4 + t6)dt =

=
t3

3
+

2t5

5
+

t7

7
+ C =

tg3 x

3
+

2 tg5 x

5
+

tg7 x

7
+ C

3) Åñëè è m è n � ÷åòíûå íåîòðèöàòåëüíûå ÷èñëà, òî
ïðèìåíÿþòñÿ ôîðìóëû ïîíèæåíèÿ ñòåïåíè

sin2 x =
1− cos 2x

2
, (55)

cos2 x =
1 + cos 2x

2
, (56)

íàïðèìåð, âû÷èñëèì èíòåãðàë∫
cos2 x sin4 x dx.
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Ïðèìåíèì ôîðìóëû (56) è (55), sin4 x = (sin2 x)2, ïîëó÷èì:∫
cos2 x sin4 x dx =

∫
1 + cos 2x

2

(
1− cos 2x

2

)2

dx =

=
1

8

∫
(1− cos 2x− cos2 2x + cos3 2x)dx =

=
1

8

(
x− sin 2x

2
−

∫
1 + cos 4x

2
dx +

∫
cos3 2x dx

)
=

=
1

8

(
x− sin 2x

2
− x

2
− sin 4x

8
+

∫
cos2 2x cos 2x dx

)
=

=
x

16
− sin 2x

16
− sin 4x

64
− 1

16

∫
(1− sin2 2x)d sin 2x =

=
x

16
− sin 2x

16
− sin 4x

64
− 1

16

(
sin 2x− sin3 2x

3

)
+ C.

Âàðèàíòû çàäàíèÿ � 9.

9.1
∫

cos(11x) sin(5x) dx

∫
cos5 x

sin10 x
dx

∫
sin2 x

cos4 x
dx∫

sin4(5x) cos2(5x) dx

9.2
∫

cos(3x) sin(7x) dx

∫
sin5 x

cos8 x
dx

∫
cos4 x

sin4 x
dx∫

sin2(9x) cos4(9x) dx

9.3
∫

cos(6x) sin(11x) dx

∫
cos5 x

sin8 x
dx

∫
sin2 x

cos6 x
dx∫

sin2(8x) cos2(8x) dx

9.4
∫

cos(4x) sin(3x) dx

∫
cos4 x

sin6 x
dx

∫
sin5 x

cos10 x
dx∫

sin4(3x) cos2(3x) dx

9.5
∫

cos(6x) sin(5x) dx

∫
cos5 x

sin10 x
dx

∫
sin2 x

cos4 x
dx∫

sin2(6x) cos2(6x) dx

9.6
∫

cos(8x) sin(11x) dx

∫
sin7 x

cos8 x
dx

∫
cos4 x

sin4 x
dx∫

sin2(11x) cos2(11x) dx

9.7
∫

cos(6x) sin(9x) dx

∫
cos5 x

sin10 x
dx

∫
sin2 x

cos6 x
dx∫

sin4(3x) cos2(3x) dx

9.8
∫

cos(11x) sin(12x) dx

∫
sin7 x

cos8 x
dx

∫
cos2 x

sin6 x
dx∫

sin2(8x) cos4(8x) dx

9.9
∫

cos(10x) sin(9x) dx

∫
cos7 x

sin10 x
dx

∫
sin4 x

cos4 x
dx∫

sin2(11x) cos4(11x) dx

9.10
∫

cos(7x) sin(9x) dx

∫
sin5 x

cos8 x
dx

∫
cos2 x

sin6 x
dx∫

sin2(6x) cos4(6x) dx

9.11
∫

cos(12x) sin(5x) dx

∫
cos7 x

sin10 x
dx

∫
sin4 x

cos4 x
dx∫

sin4(7x) cos4(7x) dx

9.12
∫

cos(8x) sin(10x) dx

∫
sin5 x

cos8 x
dx

∫
cos2 x

sin4 x
dx∫

sin2(11x) cos2(11x) dx

9.13
∫

cos(4x) sin(9x) dx

∫
cos7 x

sin8 x
dx

∫
sin2 x

cos6 x
dx∫

sin2(3x) cos2(3x) dx

9.14
∫

cos(4x) sin(6x) dx

∫
sin5 x

cos8 x
dx

∫
cos2 x

sin6 x
dx∫

sin2(7x) cos4(7x) dx

9.15
∫

cos(3x) sin(8x) dx

∫
cos5 x

sin8 x
dx

∫
sin4 x

cos6 x
dx∫

sin2(2x) cos2(2x) dx

9.16
∫

cos(11x) sin(7x) dx

∫
sin7 x

cos8 x
dx

∫
cos2 x

sin6 x
dx∫

sin2(8x) cos4(8x) dx
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9.17
∫

cos(9x) sin(11x) dx

∫
cos5 x

sin8 x
dx

∫
sin4 x

cos4 x
dx∫

sin2(8x) cos2(8x) dx

9.18
∫

cos(7x) sin(11x) dx

∫
sin5 x

cos10 x
dx

∫
cos2 x

sin6 x
d∫

sin2(6x) cos2(6x) dx

9.19
∫

cos(8x) sin(4x) dx

∫
cos7 x

sin8 x
dx

∫
sin4 x

cos6 x
dx∫

sin4(10x) cos2(10x) dx

9.20
∫

cos(10x) sin(9x) dx

∫
sin5 x

cos10 x
dx

∫
cos4 x

sin4 x
dx∫

sin4(2x) cos2(2x) dx

9.21
∫

cos(10x) sin(8x) dx

∫
cos7 x

sin8 x
dx

∫
sin2 x

cos6 x
dx∫

sin2(8x) cos2(8x) dx

9.22
∫

cos(8x) sin(7x) dx

∫
sin7 x

cos10 x
dx

∫
cos2 x

sin6 x
dx∫

sin2(7x) cos2(7x) dx

9.23
∫

cos(4x) sin(11x) dx

∫
cos7 x

sin10 x
dx

∫
sin2 x

cos4 x
dx∫

sin4(4x) cos2(4x) dx

9.24
∫

cos(14x) sin(2x) dx

∫
sin5 x

cos10 x
dx

∫
cos2 x

sin6 x
dx∫

sin4(8x) cos4(8x) dx

9.25
∫

cos(7x) sin(10x) dx

∫
cos7 x

sin8 x
dx

∫
sin4 x

cos6 x
dx∫

sin2(9x) cos2(9x) dx

9.26
∫

cos(9x) sin(12x) dx

∫
sin5 x

cos10 x
dx

∫
cos2 x

sin4 x
dx∫

sin2(8x) cos4(8x) dx

9.27
∫

cos(11x) sin(6x) dx

∫
cos5 x

sin10 x
dx

∫
sin2 x

cos4 x
dx∫

sin2(4x) cos2(4x) dx

9.28
∫

cos(12x) sin(11x) dx

∫
sin7 x

cos10 x
dx

∫
cos4 x

sin6 x
dx∫

sin4(6x) cos2(6x) dx

9.29
∫

cos(3x) sin(10x) dx

∫
cos5 x

sin10 x
dx

∫
sin4 x

cos4 x
dx∫

sin2(6x) cos4(6x) dx

9.30
∫

cos(10x) sin(12x) dx

∫
sin5 x

cos8 x
dx

∫
cos2 x

sin4 x
dx∫

sin4(3x) cos4(3x) dx

9.31
∫

cos(8x) sin(9x) dx

∫
cos7 x

sin8 x
dx

∫
sin4 x

cos4 x
dx∫

sin4(8x) cos4(8x) dx

9.32
∫

cos(10x) sin(7x) dx

∫
sin7 x

cos8 x
dx

∫
cos4 x

sin6 x
dx∫

sin4(10x) cos4(10x) dx

9.33
∫

cos(6x) sin(3x) dx

∫
cos7 x

sin10 x
dx

∫
sin4 x

cos4 x
dx∫

sin2(10x) cos2(10x) dx

9.34
∫

cos(3x) sin(5x) dx

∫
sin5 x

cos8 x
dx

∫
cos4 x

sin4 x
dx∫

sin2(6x) cos4(6x) dx

9.35
∫

cos(6x) sin(8x) dx

∫
cos5 x

sin8 x
dx

∫
sin2 x

cos6 x
dx∫

sin2(6x) cos2(6x) dx

9.36
∫

cos(8x) sin(11x) dx

∫
sin7 x

cos8 x
dx

∫
cos2 x

sin4 x
dx∫

sin4(11x) cos4(11x) dx

9.37
∫

cos(10x) sin(9x) dx

∫
cos5 x

sin10 x
dx

∫
sin4 x

cos6 x
dx∫

sin2(4x) cos4(4x) dx

9.38
∫

cos(7x) sin(3x) dx

∫
sin5 x

cos10 x
dx

∫
cos4 x

sin4 x
dx∫

sin4(11x) cos2(11x) dx
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9.39
∫

cos(12x) sin(6x) dx

∫
cos7 x

sin8 x
dx

∫
sin2 x

cos4 x
dx∫

sin4(9x) cos4(9x) dx

9.40
∫

cos(6x) sin(4x) dx

∫
sin5 x

cos10 x
dx

∫
cos4 x

sin4 x
dx∫

sin4(9x) cos4(9x) dx

9.41
∫

cos(9x) sin(7x) dx

∫
cos5 x

sin10 x
dx

∫
sin2 x

cos4 x
dx∫

sin2(9x) cos4(9x) dx

9.42
∫

cos(6x) sin(5x) dx

∫
sin7 x

cos10 x
dx

∫
cos2 x

sin4 x
dx∫

sin2(4x) cos4(4x) dx

9.43
∫

cos(10x) sin(8x) dx

∫
cos5 x

sin8 x
dx

∫
sin4 x

cos4 x
dx∫

sin2(2x) cos4(2x) dx

9.44
∫

cos(12x) sin(8x) dx

∫
sin5 x

cos10 x
dx

∫
cos2 x

sin4 x
dx∫

sin2(10x) cos4(10x) dx

9.45
∫

cos(7x) sin(3x) dx

∫
cos5 x

sin10 x
dx

∫
sin4 x

cos6 x
dx∫

sin2(3x) cos4(3x) dx

9.46
∫

cos(9x) sin(12x) dx

∫
sin5 x

cos8 x
dx

∫
cos2 x

sin4 x
dx∫

sin2(11x) cos2(11x) dx

9.47
∫

cos(5x) sin(3x) dx

∫
cos7 x

sin10 x
dx

∫
sin4 x

cos4 x
dx∫

sin2(2x) cos2(2x) dx

9.48
∫

cos(3x) sin(8x) dx

∫
sin5 x

cos10 x
dx

∫
cos2 x

sin6 x
dx∫

sin2(8x) cos4(8x) dx

9.49
∫

cos(3x) sin(8x) dx

∫
cos5 x

sin10 x
dx

∫
sin2 x

cos6 x
dx∫

sin2(9x) cos2(9x) dx

9.50
∫

cos(7x) sin(9x) dx

∫
sin7 x

cos8 x
dx

∫
cos2 x

sin6 x
dx∫

sin4(8x) cos4(8x) dx

9.51
∫

cos(10x) sin(10x) dx

∫
cos7 x

sin10 x
dx

∫
sin4 x

cos6 x
dx∫

sin2(3x) cos2(3x) dx

9.52
∫

cos(11x) sin(7x) dx

∫
sin7 x

cos8 x
dx

∫
cos4 x

sin4 x
dx∫

sin4(10x) cos4(10x) dx

9.53
∫

cos(9x) sin(12x) dx

∫
cos5 x

sin8 x
dx

∫
sin4 x

cos6 x
dx∫

sin4(7x) cos4(7x) dx

9.54
∫

cos(8x) sin(9x) dx

∫
sin5 x

cos10 x
dx

∫
cos4 x

sin6 x
dx∫

sin2(10x) cos4(10x) dx

9.55
∫

cos(7x) sin(3x) dx

∫
cos5 x

sin10 x
dx

∫
sin4 x

cos6 x
dx∫

sin4(4x) cos4(4x) dx

9.56
∫

cos(8x) sin(12x) dx

∫
sin7 x

cos8 x
dx

∫
cos4 x

sin6 x
dx∫

sin2(8x) cos2(8x) dx

9.57
∫

cos(6x) sin(3x) dx

∫
cos7 x

sin10 x
dx

∫
sin2 x

cos4 x
dx∫

sin4(2x) cos4(2x) dx

9.58
∫

cos(10x) sin(12x) dx

∫
sin5 x

cos8 x
dx

∫
cos2 x

sin6 x
dx∫

sin4(2x) cos2(2x) dx

9.59
∫

cos(10x) sin(10x) dx

∫
cos5 x

sin10 x
dx

∫
sin4 x

cos6 x
dx∫

sin4(11x) cos2(11x) dx

9.60
∫

cos(6x) sin(4x) dx

∫
sin5 x

cos8 x
dx

∫
cos2 x

sin6 x
dx∫

sin4(10x) cos2(10x) dx
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5.2 Óíèâåðñàëüíàÿ òðèãîíîìåòðè÷åñêàÿ
ïîäñòàíîâêà

Èíòåãðàë âèäà ∫
R(sin x, cos x)dx, (57)

ãäå R(u, v) � ðàöèîíàëüíàÿ ôóíêöèÿ îò u è v âñåãäà
ìîæíî âûðàçèòü ÷åðåç ýëåìåíòàðíûå ôóíêöèè, ñäåëàâ
ïîäñòàíîâêó (24):

tg
x

2
= t, sin x =

2t

1 + t2
, cos x =

1− t2

1 + t2
,

x = 2 arctg t, dx =
2dt

1 + t2
.

Ïîëó÷èì èíòåãðàë îò ðàöèîíàëüíîé äðîáè âèäà∫
R(sin x, cos x)dx =

∫
R

(
2t

1 + t2
,
1− t2

1 + t2

)
2 dt

1 + t2
.

Óíèâåðñàëüíàÿ ïîäñòàíîâêà (24) ÷àñòî ïðèâîäèò ê
äîâîëüíî ãðîìîçäêèì ðàöèîíàëüíûì äðîáÿì, îäíàêî îíà
î÷åíü óäîáíà äëÿ âû÷èñëåíèÿ èíòåãðàëîâ âèäà∫

dx

a sin x + b cos x + c
.

Íàïðèìåð,∫
dx

2 sin x + cos x + 3
=

∫
2 dt

(1 + t2)
(

4t
1+t2

+ 1−t2

1+t2
+ 3

) =

= 2

∫
(1 + t2)dt

(1 + t2)(4t + 1− t2 + 3 + 3t2)
= 2

∫
dt

2t2 + 4t + 4
=

=

∫
dt

(t2 + 2t + 1) + 1
=

∫
d(t + 1)

(t + 1)2 + 1
= arctg(t + 1) + C =

= arctg
(
tg

x

2
+ 1

)
+ C.

Âàðèàíòû çàäàíèÿ � 10.

10.1
∫

10 dx

3 sinx− 5 cos x− 3
10.2

∫
16 dx

4 sinx + 13 cos x + 11

10.3
∫

16 dx

6 sinx + 4 cos x + 6
10.4

∫
15 dx

3 sinx− 5 cos x− 3

10.5
∫

12 dx

6 sinx + 4 cos x + 6
10.6

∫
10 dx

3 sinx− 5 cos x− 3

10.7
∫

4 dx

6 sinx + 7 cos x + 9
10.8

∫
8 dx

6 sinx + 7 cos x + 9

10.9
∫

14 dx

3 sinx + 11 cos x + 9
10.10

∫
12 dx

4 sinx− 6 cos x− 4

10.11
∫

8 dx

6 sinx + 4 cos x + 6
10.12

∫
10 dx

−7 sinx + 5 cos x + 7

10.13
∫

9 dx

−7 sinx + 9 cos x + 11
10.14

∫
18 dx

2 sinx− 9 cos x− 7

10.15
∫

15 dx

−7 sinx + 5 cos x + 7
10.16

∫
16 dx

4 sinx− 13 cos x− 11

10.17
∫

9 dx

5 sinx + 3 cos x + 5
10.18

∫
15 dx

3 sinx− 5 cos x− 3

10.19
∫

28 dx

3 sinx− 11 cos x− 9
10.20

∫
14 dx

3 sinx + 11 cos x + 9

10.21
∫

18 dx

4 sinx− 6 cos x− 4
10.22

∫
24 dx

4 sinx + 13 cos x + 11

10.23
∫

28 dx

3 sinx− 11 cos x− 9
10.24

∫
20 dx

3 sinx + 5 cos x + 3

10.25
∫

9 dx

5 sinx + 3 cos x + 5
10.26

∫
24 dx

4 sinx− 6 cos x− 4

10.27
∫

15 dx

3 sinx− 5 cos x− 3
10.28

∫
28 dx

5 sinx− 7 cos x− 5

10.29
∫

12 dx

6 sinx + 4 cos x + 6
10.30

∫
24 dx

4 sinx + 6 cos x + 4
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10.31
∫

18 dx

4 sinx + 6 cos x + 4
10.32

∫
9 dx

−7 sinx + 9 cos x + 11

10.33
∫

12 dx

5 sinx + 3 cos x + 5
10.34

∫
21 dx

5 sinx− 7 cos x− 5

10.35
∫

14 dx

5 sinx + 7 cos x + 5
10.36

∫
10 dx

3 sinx + 5 cos x + 3

10.37
∫

16 dx

4 sinx + 13 cos x + 11
10.38

∫
16 dx

6 sinx + 4 cos x + 6

10.39
∫

8 dx

−6 sinx + 7 cos x + 9
10.40

∫
24 dx

4 sinx + 6 cos x + 4

10.41
∫

10 dx

−7 sinx + 5 cos x + 7
10.42

∫
15 dx

3 sinx− 5 cos x− 3

10.43
∫

6 dx

5 sinx + 3 cos x + 5
10.44

∫
9 dx

−5 sinx + 3 cos x + 5

10.45
∫

9 dx

7 sinx + 9 cos x + 11
10.46

∫
18 dx

2 sinx− 9 cos x− 7

10.47
∫

12 dx

2 sinx− 9 cos x− 7
10.48

∫
6 dx

−6 sinx + 7 cos x + 9

10.49
∫

24 dx

2 sinx− 9 cos x− 7
10.50

∫
12 dx

2 sinx− 9 cos x− 7

10.51
∫

6 dx

−6 sinx + 7 cos x + 9
10.52

∫
15 dx

3 sinx + 5 cos x + 3

10.53
∫

16 dx

4 sinx− 13 cos x− 11
10.54

∫
12 dx

7 sinx + 9 cos x + 11

10.55
∫

24 dx

4 sinx− 6 cos x− 4
10.56

∫
8 dx

8 sinx + 11 cos x + 13

10.57
∫

24 dx

4 sinx + 6 cos x + 4
10.58

∫
6 dx

6 sinx + 7 cos x + 9

10.59
∫

16 dx

4 sinx− 13 cos x− 11
10.60

∫
4 dx

6 sinx + 7 cos x + 9

Åñëè ïîäûíòåãðàëüíàÿ ôóíêöèÿ â (57) ÷åòíà
îòíîñèòåëüíî sin x è cos x, ò.å. åñëè R(− sin x,− cos x) ≡

≡ R(sin x, cos x), òî ïðèìåíèìà ïîäñòàíîâêà tg x = t (25).
Íàïðèìåð,∫

dx

sin 2x + cos2 x
=

∫
dt(

2t
1+t2

+ 1
1+t2

)
(1 + t2)

=

∫
dt

2t + 1
=

=
1

2
ln |2t + 1|+ C =

1

2
ln |2 tg x + 1|+ C.

Âàðèàíòû çàäàíèÿ � 11.

11.1
∫

tg x− 26
−5 sin 2x− 2 cos 2x + 18 cos2 x− sin2 x

dx

11.2
∫

4 tg x + 28
7 sin 2x− cos 2x + 41 cos2 x

dx

11.3
∫

6 tg x− 28
−6 sin 2x + cos 2x + 19 cos2 x + 2 sin2 x

dx

11.4
∫

tg x− 26
−5 sin 2x + cos 2x + 15 cos2 x + 2 sin2 x

dx

11.5
∫

6 tg x

−2 sin 2x− cos 2x− 31 cos2 x
dx

11.6
∫

2 tg x− 40
4 sin 2x + 2 cos 2x− 50 cos2 x + 3 sin2 x

dx

11.7
∫

−30
7 sin 2x− cos 2x + 25 cos2 x

dx

11.8
∫

4 tg x− 12
−3 sin 2x + 2 cos 2x− 18 cos2 x + 3 sin2 x

dx

11.9
∫

− tg x + 14
7 sin 2x− cos 2x + 41 cos2 x

dx

11.10
∫

2 tg x− 32
2 sin 2x− 2 cos 2x− 30 cos2 x− sin2 x

dx

11.11
∫

32
−6 sin 2x + cos 2x + 19 cos2 x + 2 sin2 x

dx

11.12
∫

−5 tg x− 22
3 sin 2x− 2 cos 2x− 38 cos2 x− sin2 x

dx
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11.13
∫

−12
5 sin 2x + cos 2x + 15 cos2 x + 2 sin2 x

dx

11.14
∫

8 tg x− 56
−7 sin 2x− 2 cos 2x + 26 cos2 x− sin2 x

dx

11.15
∫

tg x + 20
5 sin 2x− 2 cos 2x + 18 cos2 x− sin2 x

dx

11.16
∫

24
5 sin 2x− 2 cos 2x + 18 cos2 x− sin2 x

dx

11.17
∫

2 tg x + 44
7 sin 2x + cos 2x + 23 cos2 x + 2 sin2 x

dx

11.18
∫

24
−4 sin 2x− cos 2x− 19 cos2 x

dx

11.19
∫

tg x− 34
−4 sin 2x− 2 cos 2x− 18 cos2 x− sin2 x

dx

11.20
∫

−24
2 sin 2x− 2 cos 2x− 30 cos2 x− sin2 x

dx

11.21
∫

6 tg x− 52
−7 sin 2x− cos 2x + 25 cos2 x

dx

11.22
∫

−30
−3 sin 2x + cos 2x− 17 cos2 x + 2 sin2 x

dx

11.23
∫

6 tg x− 40
−4 sin 2x− cos 2x− 47 cos2 x

dx

11.24
∫

−8 tg x− 40
5 sin 2x + cos 2x− 25 cos2 x + 2 sin2 x

dx

11.25
∫

−6 tg x + 18
−3 sin 2x− cos 2x− 39 cos2 x

dx

11.26
∫

− tg x− 52
−4 sin 2x− cos 2x− 47 cos2 x

dx

11.27
∫

−6 tg x + 4
−3 sin 2x + cos 2x− 41 cos2 x + 2 sin2 x

dx

11.28
∫

6 tg x + 36
4 sin 2x− 2 cos 2x− 18 cos2 x− sin2 x

dx

11.29
∫

−18
5 sin 2x + cos 2x + 15 cos2 x + 2 sin2 x

dx

11.30
∫

−6 tg x + 48
−7 sin 2x + 2 cos 2x + 38 cos2 x + 3 sin2 x

dx

11.31
∫

6 tg x + 36
6 sin 2x− cos 2x + 21 cos2 x

dx

11.32
∫

−4 tg x + 8
−2 sin 2x + cos 2x− 33 cos2 x + 2 sin2 x

dx

11.33
∫

−6 tg x + 24
−5 sin 2x− cos 2x + 17 cos2 x

dx

11.34
∫

−4 tg x− 16
4 sin 2x + 2 cos 2x− 50 cos2 x + 3 sin2 x

dx

11.35
∫

8 tg x− 40
−5 sin 2x + cos 2x− 25 cos2 x + 2 sin2 x

dx

11.36
∫

2 tg x− 8
5 sin 2x + 2 cos 2x + 14 cos2 x + 3 sin2 x

dx

11.37
∫

− tg x− 28
−2 sin 2x− 2 cos 2x− 30 cos2 x− sin2 x

dx

11.38
∫

7 tg x + 16
3 sin 2x− cos 2x− 15 cos2 x

dx

11.39
∫

−16
8 sin 2x + cos 2x + 47 cos2 x + 2 sin2 x

dx

11.40
∫

7 tg x− 46
−6 sin 2x− 2 cos 2x + 22 cos2 x− sin2 x

dx

11.41
∫

7 tg x− 38
−6 sin 2x− cos 2x + 21 cos2 x

dx

11.42
∫

−18
−5 sin 2x + 2 cos 2x + 14 cos2 x + 3 sin2 x

dx

11.43
∫

− tg x + 22
−7 sin 2x− 2 cos 2x + 42 cos2 x− sin2 x

dx

11.44
∫

8
6 sin 2x + 2 cos 2x + 30 cos2 x + 3 sin2 x

dx

11.45
∫

tg x + 52
−4 sin 2x− cos 2x− 47 cos2 x

dx

11.46
∫

− tg x− 22
−6 sin 2x + cos 2x + 19 cos2 x + 2 sin2 x

dx
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11.47
∫

−16
−6 sin 2x− 2 cos 2x + 34 cos2 x− sin2 x

dx

11.48
∫

2 tg x− 32
5 sin 2x− cos 2x− 23 cos2 x

dx

11.49
∫

−4 tg x + 12
−3 sin 2x− cos 2x− 15 cos2 x

dx

11.50
∫

−7 tg x + 28
−5 sin 2x− 2 cos 2x− 22 cos2 x− sin2 x

dx

11.51
∫

−6 tg x + 24
−4 sin 2x + cos 2x− 21 cos2 x + 2 sin2 x

dx

11.52
∫

5 tg x + 28
4 sin 2x + 2 cos 2x− 50 cos2 x + 3 sin2 x

dx

11.53
∫

−6 tg x− 12
4 sin 2x− cos 2x− 19 cos2 x

dx

11.54
∫

−7 tg x + 36
−4 sin 2x− cos 2x− 47 cos2 x

dx

11.55
∫

6 tg x + 24
4 sin 2x + 2 cos 2x− 22 cos2 x + 3 sin2 x

dx

11.56
∫

8 tg x− 56
−7 sin 2x + 2 cos 2x + 22 cos2 x + 3 sin2 x

dx

11.57
∫

−6 tg x + 36
−6 sin 2x + 2 cos 2x + 30 cos2 x + 3 sin2 x

dx

11.58
∫

6 tg x + 16
5 sin 2x− cos 2x− 23 cos2 x

dx

11.59
∫

tg x + 18
−7 sin 2x + cos 2x + 23 cos2 x + 2 sin2 x

dx

11.60
∫

2 tg x + 36
6 sin 2x + cos 2x + 19 cos2 x + 2 sin2 x

dx
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