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ПОЯСНИТЕЛЬНАЯ ЗАПИСКА

В настоящем документе приведены методические указания к выполнению контрольной работы по дисциплине «Вычислительная математика» для студентов заочного обучения по специальности 230105 «Программное обеспечение вычислительной техники и автоматизированных систем», которая, согласно учебному плану, проводится в 3 семестре.

Контрольная работа состоит из 5 заданий, которые следует выполнить в среде Excel (версии XP/2003 – в случае выполнения в версии 2007 документ следует обязательно сохранить в формате версии 2003).

Контрольная работа оформляется в документе Word (версии XP/2003 – в случае выполнения в версии 2007 документ следует обязательно сохранить в формате версии 2003 или *.rtf). Вначале идёт титульный лист примерно следующего содержания:

НЕГОСУДАРСТВЕННОЕ (ЧАСТНОЕ) ОБРАЗОВАТЕЛЬНОЕ УЧРЕЖДЕНИЕ ВЫСШЕГО ПРОФЕССИОНАЛЬНОГО ОБРАЗОВАНИЯ «ЮЖНО-САХАЛИНСКИЙ ИНСТИТУТ ЭКОНОМИКИ, ПРАВА И ИНФОРМАТИКИ»

КОНТРОЛЬНАЯ РАБОТА

ПО ВЫЧИСЛИТЕЛЬНОЙ МАТЕМАТИКЕ
Выполнил студент группы __________

_______________________ (Фамилия и инициалы)

Проверил преподаватель

Хмара В.Н.

Южно-Сахалинск

20__
Абзацы титульного листа следует рассредоточить по высоте на весь лист. После окончания текста титульного листа следует вставить разрыв страницы.
В документе следует ввести нумерацию страниц через меню Вставка → Номера страниц; Положение: Вверху страницы; Выравнивание: От центра; флаг «Номер на первой странице» сбросить.
Номер варианта соответствует номеру студента в списке группы, упорядоченном по алфавиту – при затруднении с определением номера варианта следует обратиться к преподавателю. Всего приведено 39 вариантов заданий на случай увеличения численности группы
Все задания следует выполнять в одном файле Excel, но на разных листах.
В начале следующей страницы вводится текст «ЗАДАНИЕ 1»; абзацу с этим текстом назначается стиль «Заголовок1», такой абзац выравнивается по центру. Далее следует записать условие задания и исходные данные в соответствии с номером варианта, после чего ввести абзац с текстом «РЕШЕНИЕ». Следует открыть файл Excel с выполненным заданием 1, выделить на листе с этим заданием все непустые ячейки и скопировать выделение в буфер. Затем в документе с контрольной работой после текста «РЕШЕНИЕ» выполнить вставку из буфера, в результате интервал ячеек рабочего листа Excel будет преобразован в таблицу Word. Если таблица не помещается по ширине на лист (что заведомо так в задании 5), следует вначале переписать в документ те столбцы, которые по ширине поместятся на лист, после таблицы ввести абзац с текстом «ПРОДОЛЖЕНИЕ», и ниже вставить остальные столбцы.
Если решение задания содержит диаграмму, то её также следует скопировать в буфер, а в документе Word после вставленной таблицы выполнить через меню Правка; Специальная вставка; Рисунок или Метафайл Windows – в результате диаграмма будет преобразована в рисунок векторного формата.
После решения задания вставить разрыв страницы.
Аналогично следует поступить со всеми выполненными заданиями, лишь после последнего задания разрыв страницы вставлять не следует.
Можно, не дожидаясь начала сессии, прислать документ с выполненной контрольной работой вместе с файлом Excel, содержащим выполнение заданий, на проверку преподавателю по адресу vnkhmara@yandex.ru – при этом если общий объём файлов превысит 50 кбайт, то все эти файлы следует поместить в архив в формате *.rar или *.zip.
После проверки контрольной работы преподавателем по ней выставляется оценка «зачтено» (верное выполнение всех заданий) либо «не зачтено» (неверное выполнение хотя бы одного задания).
В случае получения студентом оценки «не зачтено» по контрольной работе, он к экзамену по данному предмету не допускается, и ему будет предложено исправить ошибки, выявленные преподавателем, для получения оценки «зачтено» по этой работе.
ЗАДАНИЕ 1. РЕШЕНИЕ СИСТЕМ ЛИНЕЙНЫХ УРАВНЕНИЙ МЕТОДОМ ПРОГОНКИ
1.1. ПОРЯДОК ВЫПОЛНЕНИЯ ЗАДАНИЯ

Условие. Решить систему из 6 линейных уравнений с трехдиагональной матрицей и 6 неизвестными методом прогонки.
Решение.

Пусть дана система вида
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,
где x1, x2, ..., xn – неизвестные. Матрица левых частей уравнений такой системы называется трехдиагональной, поскольку заданы лишь ее элементы, расположенные на главной диагонали (проходящей от левого верхнего угла в правый нижний) и двух диагоналях, находящихся параллельно главной выше и ниже ее на 1 позицию. Все остальные элементы матрицы левых частей уравнений полагаются равными нулю.

При больших размерностях системы решать её по правилу Крамера или методом обратной матрицы было бы не рациональным, поскольку при вычислениях определителей и обратных матриц произошло бы накопление погрешностей вычислений, что привело бы к искажению результатов. С другой стороны, из линейной алгебры известен метод Гаусса для решения линейных систем, в результате которого матрица левых частей уравнений приводится к так называемому верхнему треугольному виду (т.е. все ее элементы, расположенные ниже главной диагонали, становятся равными нулю). В данном случае в результате применения этого метода такая матрица стала бы двухдиагональной, т.е. ненулевые элементы располагались бы на главной диагонали и диагонали, и расположенной выше ее на 1 позицию. Таким образом, зная значение последнего неизвестного, можно получить значение предпоследнего и т.д. до первого неизвестного. Такой частный случай метода Гаусса для решения поставленной задачи называется методом прогонки.
Для определенности полагается xn+1=0, тогда, исходя из вышесказанного, можно найти такие массивы p и q, состоящие из (n+1) элементов каждый, что решения системы можно получить в виде
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(1.1)

Но если дополнительно положить a1=cn=0, то каждое уравнение исходной системы можно представить в виде


[image: image3.wmf](

)

n

i

d

x

c

x

b

x

a

i

i

i

i

i

i

i

,...

1

  

1

1

=

=

+

+

+

-


Уменьшив индекс i в формуле (1.1) на единицу и подставляя полученное выражение для xi-1, имеем:
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После алгебраических преобразований
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Отсюда
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Сравнивая полученное выражение с (1.1) и полагая дополнительно p1=q1=0, получаем формулы:
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(1.2)

(из того, что cn=0 следует, что pn+1=0);
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(1.3)

Тогда главный определитель системы будет равен
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(1.4)

Если 
[image: image10.wmf]0
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, то система имеет единственное решение. Таким образом, алгоритм метода прогонки будет таковым: вначале применяются формулы (1.2), (1.3) и (1.4) и заодно проверяется единственность решения, после чего значения неизвестных находятся по формулам (1.1).

Типовой пример. Пусть требуется решить систему:
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Пример оформления показан на рис. 1.1.
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Рис. 1.1

Пусть вся матрица левых частей уравнений (с явным указанием нулевых элементов) введена в интервал A4:F9, столбец правых частей d введен в интервал G4:G9. В ячейках B11, D16, E11, G11 и H17 следует явно вставить нулевые значения (они залиты серым цветом).
В интервал A11:A16 следует вставить порядковые номера от 1 до n (в данном случае 6) включительно, а в последующих столбцах сформируем массивы a, b и c. Для этой цели в B12 следует вставить функцию ИНДЕКС (из категории «Ссылки и массивы», выбирается первый список аргументов) с первым аргументом (массив) – ссылкой на $A$4:$F$9, вторым аргументом (номер строки) – ссылкой на A12 и третьим аргументом (номер столбца) – ссылкой на A11, после чего заполнить интервал B12:B16. Аналогично в C11 вставляется эта же функция с первым аргументом – снова ссылкой на $A$4:$F$9, вторым и третьим аргументами – ссылками на A11, после чего заполняется интервал C11:C16. Далее в D11 вставляется эта же функция с первым аргументом – снова ссылкой на $A$4:$F$9, вторым аргументом – ссылкой на A11 и третьим аргументом – ссылкой на A12, после чего заполняется интервал D11:D15.
В E12 реализуется формула (1.2), которая примет вид

=-D11/(C11+B11*E11)
и этой формулой заполняется интервал E12:E17. В ячейке E17 должен получиться ноль (на рис. 1.1 выделен курсивом).

Для удобства реализации формул (1.3) и (1.4) в следующем столбце предварительно найдем все значения 
[image: image13.wmf](

)

n

i

p

a

b

i

i

i

,...

1

  

=

+

. С этой целью в F11 вставляется формула

=C11+B11*E11
и ею заполняется интервал F11:F16. В F18 реализуется формула (1.4), для чего туда вставляется функция ПРОИЗВЕД (из категории «Математические») с аргументом F11:F16. Для контроля вычисления определителя в F19 вставляется функция МОПРЕД (из этой же категории) с аргументом A4:F9. Значения ячеек F18 и F19 должны совпасть.

Далее в G12 реализуется формула (1.3), которая с учетом заполненных ячеек из предыдущего столбца примет вид

=(G4-B11*G11)/F11

и этой формулой заполняется интервал G12:G17.

Осталось найти значения неизвестным по формуле (1.1). Вначале она реализуется в ячейке H16 и примет вид

=E17*H17+G17

после чего ею заполняется вверх интервал H16:H11.

На последнем шаге следует произвести проверку, подставив полученные значения неизвестных в исходную систему. Для этого в интервал I11:I16 следует вставить как массив функцию МУМНОЖ (из категории «Математические») с первым аргументом A4:F9 и вторым аргументом H11:H16. Полученные значения должны совпасть со значениями правых частей системы, расположенными в интервале G4:G9.
Напомним, что процедура вставки функции как массива состоит из четырёх шагов.

Шаг 1. Выделяется нужный интервал.

Шаг 2. В начальную ячейку выделения вставляется нужная функция с нужными аргументами. Если она вставляется через мастер функций, то выше кнопки OK перечисляются все ее значения (или их видимая часть) в фигурных скобках, что является признаком необходимости вставки этой функции как массива.

Шаги 1 и 2 можно менять местами, но начальная ячейка выделения все равно должна содержать формулу со вставляемой функцией, а ее значение – первое значение массива.

Шаг 3. Щёлкнуть левой кнопкой мыши по строке формул, содержащей вставляемую функцию, либо на клавиатуре нажать F2.

Шаг 4. На клавиатуре одновременно нажать Ctrl+Shift+Enter.

В результате весь интервал окажется заполнен одной и той же формулой в фигурных скобках, которые не есть текстовые знаки, а являются служебными символами. Настоятельно рекомендуется единообразно оформить данный интервал. При этом наиболее распространенные ошибки таковы.

а) В массиве выделено ячеек меньше, чем надо. Здесь можно расширить выделение, затем повторить шаги 3 и 4.

б) В массиве выделено ячеек больше, чем надо, о чем свидетельствует сообщение об ошибке «#Н/Д» в лишних ячейках. В этом случае все выделение необходимо очистить (клавиша Delete), затем выделить нужный интервал и повторить всю процедуру заново.
в) При попытке изменить содержимое одиночной ячейки массива появляется диалоговое окно с надписью «Нельзя изменять часть массива» и единственной кнопкой OK. Грамотным выходом из этой ситуации является только нажатие клавиши Esc!

1.2. ВАРИАНТЫ ЗАДАНИЙ
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ЗАДАНИЕ 2. ПРИБЛИЖЕННОЕ РЕШЕНИЕ АЛГЕБРАИЧЕСКИХ УРАВНЕНИЙ С ОДНИМ НЕИЗВЕСТНЫМ
2.1. ПОРЯДОК ВЫПОЛНЕНИЯ ЗАДАНИЯ

Условие. Приближенно решить алгебраическое уравнение вида f(x)=0 методами половинного деления и хорд. Для этого построить график функции y=f(x) на каком-либо отрезке так, чтобы значения этой функции имели на его концах разные знаки, и задать начальные приближения решения на этом отрезке, исходя из графика. Точность задать равной 0,00001.
Решение. Из математического анализа известна теорема: если f(x) – функция, определенная и непрерывная на каком-либо отрезке, и на концах этого отрезка значения функции имеют разные знаки, то на этом отрезке существует корень функции, т.е. график такой функции по крайней мере один раз пересечет ось Ox внутри этого отрезка.
Вообще говоря, функция может иметь сколь угодно много действительных корней в своей области определения. Нахождение количества действительных корней – это отдельная задача, для решения которой необходимо средствами дифференциального исчисления найти интервалы монотонности функции. Сузим задачу: пусть требуется найти с заданной точностью по крайней мере один действительный корень функции, если заведомо известно, что он существует, а по возможности – несколько корней (даже если действительных корней нет, график функции всегда можно поднять или опустить на какую-либо величину так, чтобы корни были). Пусть также значение корня невозможно алгебраически выразить через элементарные функции.
Возьмем произвольный отрезок [a; b], на котором функция f(x) определена и непрерывна, где для определенности b=a+1. Пусть переменная x меняется от a до b с шагом 0,1. Построим таблицу значений функции, и по ней график функции. Если график на этом отрезке ни разу не пересечет ось Ox, подберем другое a и т.д. Пусть в конце концов при каком-либо a график пересек ось Ox. Зададим начальные приближения корня (одно или два – в зависимости от метода) и уточним значение корня с заданной погрешностью , т.е. найдем такое число x, для которого 
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<

)

(

x

f

. Существует много методов приближенного поиска корней. Ниже рассмотрены самые распространенные методы.

1-й: метод половинного деления.

Возьмем отрезок [a; b], на концах которого значения функции имеют разные знаки. Вычислим эти значения. Полагается
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Вычисляется f(c). Далее, если f(a) и f(c) имеют разные знаки (т.е. их произведение отрицательное), то полагается 
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 в противном случае, наоборот, 
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. В любом случае отрезок сужается. Снова вычисляются значения функции на концах отрезка и т.д. до тех пор, пока не будет выполнено неравенство 
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. При данных предположениях метод заведомо сходится, но для его реализации может потребоваться большое количество итераций.

2-й: метод хорд.

Чтобы преодолеть недостаток метода половинного деления, можно на каждом шаге значение c быстрее приблизить к значению корня. Для этого точки на плоскости с координатами (a; f(a)) и (b; f(b)) можно соединить хордой, т.е. отрезком прямой, который пересечет ось Ox в точке с абсциссой
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(2.2)

В остальном этот метод аналогичен методу половинного деления. Он сходится, как правило, за небольшое количество итераций.

Типовой пример. Образец оформления начальной стадии выполнения задания (поиска интервала, содержащего корень) приведен на рис. 2.1.
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Рис. 2.1

Априори не зная отрезок, на котором существует корень, обычно полагают a=0, а если при этом значении аргумента функция не определена, то произвольное число из области определения функции. Значение a вводится в ячейку A5. Далее строится таблица значений функции на отрезке [a; a+1] с шагом 0,1. Таким образом, в A6 записывается формула =A5+0,1 и ею заполняется интервал A6:A15. Затем в B5 записывается формула для вычисления функции f(x), где в качестве x берется A5. При этом надо иметь в виду следующие правила:

· Если числитель и (или) знаменатель дроби являются сложными выражениями, то их необходимо записывать в скобках. Если числитель является произведением, его можно записывать без скобок.

· Аргумент любой встроенной функции необходимо записывать в скобках!

· Квадратный корень записывается как КОРЕНЬ, корень другой степени записывается как выражение в дробной степени; например, 
[image: image60.wmf]3

x

 надо записать как A5^(1/3), или СТЕПЕНЬ(A5;1/3).

· Если функция возводится в степень, то вначале записывается функция с аргументом, затем возведение в степень; например, sin2x надо записать как SIN(A5)^2.
· Из-за внутренней ошибки Excel в выражении вида (-x2) его часть x2 необходимо взять в скобки: например, если в A5 находится число 1, то формула =-A5^2 выдаст 1, что неверно – а вот формулы =-(A5^2), =0-A5^2, =-A5*A5 и =-СТЕПЕНЬ(A5;2) выдадут верное значение -1.

· Модуль записывается как ABS.

· Функция 
[image: image61.wmf]x

e

 записывается как EXP(A5), само число e (если не является основанием степени) – как EXP(1).

· Константа  записывается как ПИ().
· Натуральный логарифм записывается как LN, десятичный – как LOG10, логарифм выражения по основанию – как LOG(выражение; основание).

· Тангенс записывается как TAN, котангенс можно записать как 1/TAN.
· Обратные тригонометрические функции: арксинус, арккосинус и арктангенс записываются как ASIN, ACOS и ATAN.
Например, для вычисления выражения
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где значение x содержится в ячейке A5, надо ввести формулу

=(EXP(3*A5)+COS(A5)^3)/(A5*LOG(A5;2)^(1/5))
Далее, после ввода формулы для вычисления значения функции ей заполняется интервал B5:B15. Если сама функция в какой-то точке отрезка не определена (появляется сообщение об ошибке), следует надлежащим образом изменить левую границу отрезка, т.е. содержимое ячейки A5.

Затем строится график функции: выделяется интервал A5:B15 (если интервал A4:B4 содержит текстовые подписи, то лучше выделить A4:B15) и запускается мастер диаграмм. На первом шаге в качестве типа диаграммы выбирается «Точечная» (тип любой с соединительными линиями), на втором шаге после предварительного просмотра диаграммы – если ее предложенное оформление будет удовлетворительным, можно щелкнуть по кнопке «Готово», либо же на последующих шагах оформить диаграмму по своему желанию.

Если построенный график не пересечет ось Ox, то следует изменить левую границу отрезка, т.е. содержимое ячейки A5 (увеличить либо уменьшить), до тех пор, пока график эту ось не пересечет. Будем считать, что это рано или поздно произойдет.

Пусть, например, требуется приближенно решить уравнение

cos x – x + 3 = 0.

Зная курс математики в объеме средней школы, нетрудно понять, что графики функций y = cos x и y = x–3 пересекаются по крайней мере в одной точке, поэтому действительный корень данного уравнения имеется. График функции, заданной в левой части исходного уравнения, приведен выше на рис. 2.1. При a=0 все значения этой функции на отрезке [0; 1] оказались положительными, но сама функция на нем убывает. Поэтому значение a было увеличено вначале до 1, потом до 2 – оказалось, что на отрезке [2; 3] корень функции существует.
Реализация метода половинного деления для решения данного уравнения приведена на рис. 2.2.

Так как этот метод и все последующие методы решения уравнения являются итерационными, в которых количество действий заранее не известно, то в ячейку D17 вводится значение заданной по условию точности вычислений, в данном случае 0,00001.
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Рис. 2.2

Исходя из таблицы значений функции, приведенной выше на рис. 2.1, в качестве начальных значений a и b в данном случае были взяты 2,3 и 2,4, потому что значения функции при этих значениях аргумента имеют разные знаки. Эти числа были внесены соответственно в ячейки A20 и С20. Для вычисления значений функции любую ячейку из интервала B5:B15 можно скопировать в буфер (поскольку она уже содержит формулу, причем с относительной ссылкой на аргумент) и вставить из буфера в B20 и D20. В E20 реализовывается формула (2.1), т.е. в нее вставляется формула =(A20+C20)/2. Ячейка B20 (или D20) копируется в буфер и вставляется и буфера в F20. Для проверки, является ли последнее значение D20 корнем уравнения (с заданной точностью), в G20 вводится формула =(ABS(F20)<$D$17), которая вначале примет логическое значение ЛОЖЬ.
Для реализации метода в A21 вставляется функция ЕСЛИ (из категории «Логические») с первым аргументом B20*F20<0, вторым аргументом A20 и третьим аргументом E20. Затем в C21 вставляется эта же функция, но с аргументами B20*F20<0, E20 и C20. Ячейка B20 переписывается (через буфер или заполнение вниз) в B21, интервал D20:G20 в интервал D21:G21.

Сейчас все необходимые настройки произведены, и можно запустить последующие итерации: интервал A21:G21 выделяется и заполняется вниз до тех пор, пока значение ячейки в столбце F не станет по абсолютной величине меньше заданной точности, т.е. 0,00001. Как только это произойдет, в последней ячейке столбца E будет содержаться ответ, а в последней ячейке столбца F будет содержаться логическое значение ИСТИНА.
В данном случае метод сошелся за 10 итераций.

Реализация метода хорд для решения данного уравнения приведена на рис. 2.3.
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Рис. 2.3

Поскольку он похож на метод половинного деления, интервал A19:G21 можно перекопировать в A36:G38. Далее следует изменить ячейку E37: в соответствии с (2.2) в нее вводится формула

=A37-(C37-A37)*B37/(D37-B37)

которая заполняется на одну позицию вниз. Все необходимые настройки уже проведены, и можно запустить последующие итерации: интервал A38:G38 выделяется и заполняется вниз до тех пор, пока значение ячейки в столбце F не станет по абсолютной величине меньше заданной точности, т.е. 0,00001. Как только это произойдет, в последней ячейке столбца E будет содержаться ответ, а в последней ячейке столбца F будет содержаться логическое значение ИСТИНА.

В данном случае метод сошелся за 1 итерацию.

2.2. ВАРИАНТЫ ЗАДАНИЙ
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ЗАДАНИЕ 3. АППРОКСИМАЦИЯ ЭМПИРИЧЕСКИХ ДАННЫХ ЛИНЕЙНОЙ И ПОКАЗАТЕЛЬНОЙ ФУНКЦИЯМИ
3.1. ПОРЯДОК ВЫПОЛНЕНИЯ ЗАДАНИЯ

Условие. Задан временной ряд Y(t), t=1, 2, ... 10. Найти его линейный и экспоненциальный тренды, построить диаграмму, содержащую графики так самого ряда, так и обоих трендов. Найти коэффициенты детерминации этих трендов.

Решение. Пусть задана последовательность Y(1), Y(2), ... Y(n), называемая временным рядом, где n - количество наблюдений. Если эта последовательность монотонная, то она может быть приближенно описана уравнением 
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, где коэффициенты этой функции подбираются таким образом, чтобы сумма квадратов отклонений Z(k) от Y(k) была бы наименьшей по всем возможным значениям таких коэффициентов. При этом последовательность Z(k) называется линейным трендом, и ее значения образуют арифметическую прогрессию.

Если же линейный тренд явно не подходит для приближения временного ряда, но такой ряд по-прежнему является монотонным и все его значения положительны, причем прослеживается явная выпуклость вверх или вниз графика этого ряда, то применяют уравнение 
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, где коэффициенты этой функции подбираются таким образом, чтобы сумма квадратов отклонений Z *(k) от Y(k) была бы наименьшей по всем возможным значениям таких коэффициентов. При этом последовательность Z *(k) называется экспоненциальным или показательным трендом, и ее значения образуют геометрическую прогрессию.
Пусть W(k) – последовательность отклонений какого-либо тренда от ряда. Если буквой D обозначить дисперсию последовательности (это понятие известно из математической статистики), то коэффициент детерминации тренда равен
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(3.1)

Чем ближе его значение к единице, тем с лучшим приближением данный тренд описывает исходный временной ряд.

Типовой пример. Образец оформления выполнения задания приведен на рис. 3.1. При необходимости следует форматировать ячейки с числами, указав точность не более чем в 3 знака после запятой.
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Рис. 3.1

Пусть n=10. В интервале A2:A11 записываются числа от 1 до 10, в интервале B2:B11 располагаются значения исходного временного ряда. Тогда в интервал C2:C11 для вычисления линейного тренда вставляется как массив функция ТЕНДЕНЦИЯ (из категории «Статистические») с первым аргументом B2:B11 и вторым аргументом A2:A11. Для нахождения отклонений тренда в D2 вставляется формула =C2-B2, и этой формулой заполняется интервал D2:D11.

В интервал E2:E11 для вычисления экспоненциального тренда вставляется как массив функция РОСТ (из категории «Статистические») с первым аргументом B2:B11 и вторым аргументом A2:A11. Для нахождения отклонений тренда в F2 вставляется формула =E2-B2, и этой формулой заполняется интервал F2:F11.

В ячейках C13, C14 и C15 вычисляются дисперсии исходного ряда, отклонений линейного тренда и отклонений экспоненциального тренда, для чего в эти ячейки вставляется функция ДИСП (из категории «Статистические») с аргументами B2:B11, D2:D11 и F2:F11 соответственно.

В ячейке H13 реализуется формула (3.1) для линейного тренда; для удобства ссылку на дисперсию Y можно сделать абсолютной, т.е. формула примет вид =1-C14/$C$13 – тогда для вычисления коэффициента детерминации экспоненциального тренда в этом случае достаточно скопировать H13 в H14 (можно заполнить на одну позицию вниз).

После проведения расчетов на одной диаграмме строятся графики рядов B2:B11, C2:C11 и E2:E11. В любом случае выделение ряда следует начинать со строки 1, чтобы название ряда было взято из ячейки в этой строке, содержащей подпись над рядом. Построить 3 графика на одной диаграмме можно разными способами.

1-й способ. Выделить интервал B1:C11 и при нажатой клавише Ctrl дополнительно выделить интервал E1:E11, затем запустить мастер диаграмм. В качестве типа диаграммы выбрать график.

2-й способ. Выделить интервал B1:C11 и построить диаграмму. Затем интервал E1:E11 скопировать в буфер, щелкнуть по краю диаграммы (при этом будет выделена вся диаграмма, а не какая-либо ее область) и вставить содержимое буфера. В диаграмму будет добавлен третий ряд.
В любом случае, у какого тренда коэффициент детерминации будет выше, график такого тренда будет ближе проходить к графику исходного временного ряда.

Диаграмма из примера, приведенного на рис. 3.1, изображена на рис. 3.2.
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Рис. 3.2

3.2. ВАРИАНТЫ ЗАДАНИЙ

	Вар.
	Y(t)

	1 
	 9
	17
	32
	47
	67
	90
	115
	154
	189
	243

	2 
	12
	16
	23
	34
	46
	60
	79
	95
	114
	132

	3 
	7
	13
	19
	29
	40
	53
	65
	77
	91
	108

	4 
	2
	7
	12
	20
	29
	39
	52
	66
	78
	89

	5 
	11
	18
	25
	34
	45
	57
	66
	77
	88
	101

	6 
	2
	6
	11
	13
	20
	29
	38
	51
	60
	73

	7 
	5
	11
	20
	30
	40
	49
	57
	65
	75
	87

	8 
	8
	11
	12
	18
	20
	22
	25
	28
	33
	34

	9 
	10
	10
	9
	13
	18
	17
	16
	18
	21
	16

	10 
	13
	17
	23
	30
	35
	41
	47
	58
	66
	74

	11 
	8
	12
	14
	18
	19
	20
	21
	25
	30
	31

	12 
	5
	9
	18
	28
	42
	60
	85
	111
	156
	193

	13 
	6
	8
	10
	14
	17
	20
	25
	30
	33
	39

	14 
	3
	7
	10
	20
	28
	41
	54
	69
	80
	93

	15 
	9
	14
	24
	36
	47
	59
	73
	86
	99
	108

	16 
	12
	16
	23
	29
	38
	48
	59
	72
	85
	94

	17 
	12
	18
	29
	43
	58
	76
	97
	114
	135
	161

	18 
	6
	9
	11
	15
	18
	25
	29
	33
	36
	38

	19 
	8
	13
	23
	33
	48
	70
	97
	125
	161
	209

	20 
	12
	14
	22
	28
	36
	45
	54
	61
	71
	73

	21 
	6
	8
	13
	14
	20
	26
	31
	33
	35
	36

	22 
	5
	14
	27
	42
	57
	75
	96
	119
	133
	160

	23 
	8
	13
	17
	23
	32
	42
	55
	63
	82
	91

	24 
	12
	18
	27
	42
	59
	73
	90
	111
	135
	158

	25 
	10
	14
	24
	35
	44
	55
	66
	73
	82
	91

	26 
	11
	13
	18
	21
	25
	29
	33
	35
	41
	44

	27 
	8
	17
	25
	31
	40
	52
	58
	65
	77
	86

	28 
	16
	22
	29
	33
	39
	50
	52
	56
	59
	68

	29 
	13
	17
	20
	24
	27
	32
	36
	39
	41
	45

	30 
	30
	31
	33
	35
	36
	38
	40
	44
	45
	46

	31 
	67
	68
	70
	72
	75
	77
	80
	81
	85
	90

	32 
	23
	29
	35
	39
	44
	51
	58
	62
	69
	71

	33 
	6
	9
	11
	14
	15
	16
	17
	19
	21
	22

	34 
	29
	34
	37
	41
	46
	49
	55
	59
	65
	68

	35
	24
	25
	27
	29
	31
	34
	36
	37
	41
	44

	36
	75
	72
	70
	66
	60
	55
	52
	51
	44
	40

	37
	13
	19
	24
	27
	30
	33
	36
	41
	48
	50

	38
	2
	4
	7
	16
	30
	42
	53
	70
	89
	96

	39
	60
	58
	54
	46
	40
	34
	27
	21
	16
	12


ЗАДАНИЕ 4. АППРОКСИМАЦИЯ ЭМПИРИЧЕСКИХ ДАННЫХ МНОГОЧЛЕНОМ
4.1. ПОРЯДОК ВЫПОЛНЕНИЯ ЗАДАНИЯ

Условие. Задан временной ряд Y(t), t=1, 2, ... 10. Найти тренд в виде многочлена третьей степени, построить диаграмму, содержащую графики самого ряда и тренда, найти коэффициент детерминации тренда.
Решение. Пусть задана последовательность Y(1), Y(2), ... Y(n), называемая временным рядом, где n - количество наблюдений. Если эта последовательность не является монотонной, то ни линейный, ни экспоненциальный тренды для ее приближения явно не подходят, но может подойти многочлен. Пусть последовательность Y имеет s локальных экстремумов в ее внутренних точках. Тогда в качестве степени приближающего многочлена обычно берется m=s+1. Коэффициенты многочлена подбираются таким образом, чтобы сумма квадратов отклонений его значений от Y была бы наименьшей по всем возможным значениям таких коэффициентов. Этот многочлен называется полиномиальным трендом.

Для удобства пусть наименьшее значение индекса берется равным нулю. Для вычисления коэффициентов полиномиального тренда строятся:

а) вспомогательная квадратная матрица A, имеющая фактические размеры 
[image: image80.wmf](

)

(

)

1

1

+

´

+

m

m

, где при значениях индексов i, j, изменяющихся от 0 до m,

[image: image81.wmf]å

=

+

=

n

k

j

i

j

i

k

A

1

,

.




(4.1)

В этой матрице на каждой из диагоналей, проходящей поперек главной, должны стоять одинаковые числа. Ее элемент A0,0 просто равен n (как сумма из n нулевых степеней индексов k);
б) вспомогательный столбец B из (m+1) элементов, где при значениях индекса i, изменяющегося от 0 до m,
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(4.2)

в) матрица A-1, обратная к A;

г) столбец коэффициентов многочлена C из (m+1) элементов, равный

C=A-1B;





(4.3)
д) последовательность Z, являющаяся полиномиальным трендом, где при значениях индекса k, изменяющегося от 1 до n,
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(4.4)
Отклонения тренда и коэффициент детерминации вычисляются таким же образом, как при выполнении предыдущих заданий.
Типовой пример. Образец оформления выполнения задания приведен на рис. 4.1. При необходимости следует форматировать ячейки с числами, указав точность не более чем в 3 знака после запятой.

Пусть n=10. В интервале A2:A11 (в дальнейшем обозначаемом X) записываются числа от 1 до 10, в интервале B2:B11 располагаются значения исходного временного ряда. Пусть этот ряд имеет 2 локальных экстремума, тогда в качестве степени многочлена можно взять m=3.
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Рис. 4.1

В соответствии с формулой (4.1) предварительно вычисляются значения 
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. Для этого в С2 вводится формула

=A2^2

и этой формулой заполняется интервал C2:C11.
В данном случае необходимо найти все X в степени по 6-ю включительно; эти значения вычисляются в интервалах D2:D11, ... G2:G11 аналогичным образом.
В соответствии с формулой (4.2) предварительно вычисляются значения XY. Для этого в H2 вводится формула

=A2*B2

и этой формулой заполняется интервал H2:H11.
Аналогично в интервалах I2:I11, J2:J11 вычисляются значения X2Y и X3Y.

Далее в A12:J12 находятся все суммы по столбцам. Для этого достаточно выделить интервал A2:J12 и щелкнуть по кнопке «Автосуммирование» на панели инструментов.

В интервале A15:D18 формируется матрица A, для этого в A15 вставляется формула =G12, в B15: =F12 и т.д. так, чтобы были соблюдены описанные выше свойства этой матрицы; наконец, в D18 просто вводится значение 10 (т.е. n).
В интервале I15:I18 формируется столбец B, для этого в I15 вставляется формула =J12 и т.д.

В интервале E15:H18 формируется обратная матрица к A, для чего в этот интервал вставляется как массив функция МОБР (из категории «Математические») с аргументом A15:D18.

В интервале J15:J18 формируется столбец C, для чего в этот интервал вставляется как массив функция МУМНОЖ (из категории «Математические») с первым аргументом E15:H18 и вторым аргументом I15:I18.

Далее в интервале K2:K11 рассчитываются значения полиномиального тренда: вначале в K2 вводится формула

=$J$15*D2+$J$16*C2+$J$17*A2+$J$18
(поскольку ссылки на аргумент и его степени относительны, а на коэффициенты многочлена абсолютны) и этой формулой заполняется интервал K2:K11.
Далее по аналогии с предыдущими заданиями в L2:L11 вычисляются отклонения (W), в ячейках B20 и D20 – дисперсии Y и W, и, наконец, в G20 коэффициент детерминации, который при надлежащем подборе степени многочлена должен быть достаточно высоким.
После проведения расчетов на одной диаграмме строятся графики рядов B2:B11 и K2:K11. В любом случае выделение ряда следует начинать со строки 1, чтобы название ряда было взято из ячейки в этой строке, содержащей подпись над рядом. Способы построения на одной диаграмме графиков двух несмежных рядов приведены в описании предыдущего задания. При надлежащем подборе степени многочлена графики должны практически совпасть.

Диаграмма из примера, приведенного на рис. 4.1, изображена на рис. 4.2.
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Рис. 4.2

4.2. ВАРИАНТЫ ЗАДАНИЙ

	Вар.
	Y(t)

	1 
	195
	204
	313
	290
	245
	193
	144
	121
	151
	240

	2 
	154
	240
	279
	285
	283
	264
	259
	276
	309
	302

	3 
	224
	344
	406
	426
	411
	399
	386
	403
	464
	596

	4 
	160
	183
	201
	188
	175
	163
	175
	238
	361
	573

	5 
	231
	289
	275
	242
	202
	174
	165
	174
	237
	350

	6 
	172
	240
	262
	205
	220
	184
	167
	191
	268
	481

	7 
	287
	344
	428
	467
	478
	475
	461
	458
	462
	504

	8 
	508
	513
	631
	696
	711
	700
	686
	672
	690
	754

	9 
	128
	193
	210
	201
	176
	169
	185
	248
	367
	578

	10 
	247
	412
	509
	558
	573
	564
	542
	509
	510
	521

	11 
	430
	454
	440
	400
	343
	321
	252
	239
	259
	327

	12 
	428
	406
	425
	388
	335
	288
	241
	229
	251
	313

	13 
	189
	281
	303
	290
	239
	167
	138
	116
	148
	236

	14 
	362
	495
	709
	741
	714
	660
	581
	520
	493
	527

	15 
	170
	240
	260
	249
	214
	184
	170
	185
	208
	407

	16 
	800
	913
	1012
	1105
	1138
	1114
	1070
	1028
	1012
	1007

	17 
	244
	397
	498
	550
	556
	548
	528
	504
	437
	512

	18 
	203
	342
	425
	467
	479
	474
	463
	425
	467
	501

	19 
	677
	701
	675
	632
	564
	493
	420
	374
	355
	391

	20 
	296
	461
	545
	565
	553
	532
	517
	540
	665
	788

	21 
	309
	341
	326
	280
	235
	215
	246
	340
	538
	758

	22 
	246
	317
	350
	316
	277
	224
	171
	131
	114
	104

	23 
	211
	346
	423
	471
	482
	474
	462
	409
	465
	508

	24 
	409
	686
	850
	929
	995
	943
	911
	897
	920
	1004

	25 
	204
	355
	437
	482
	496
	484
	475
	463
	469
	520

	26 
	161
	257
	309
	352
	313
	290
	267
	257
	268
	324

	27 
	180
	277
	323
	380
	329
	303
	282
	275
	292
	341

	28 
	395
	436
	404
	328
	224
	115
	134
	101
	43
	182

	29 
	499
	810
	1007
	1105
	1194
	1115
	1070
	1028
	1005
	1034

	30 
	245
	402
	496
	550
	580
	549
	533
	507
	501
	514

	31 
	312
	309
	304
	216
	307
	367
	389
	410
	402
	356

	32 
	204
	214
	256
	280
	265
	233
	221
	196
	125
	190

	33 
	333
	345
	378
	452
	397
	377
	256
	341
	348
	357

	34 
	209
	198
	176
	164
	123
	169
	189
	201
	212
	200

	35 
	165
	175
	180
	183
	166
	154
	142
	161
	199
	235

	36 
	312
	301
	288
	275
	290
	326
	354
	333
	326
	320

	37 
	850
	880
	901
	900
	853
	840
	831
	837
	839
	844

	38 
	216
	217
	218
	220
	214
	208
	195
	180
	183
	186

	39 
	424
	414
	400
	407
	409
	411
	418
	450
	440
	433


ЗАДАНИЕ 5. ИНТЕРПОЛЯЦИЯ ЭМПИРИЧЕСКИХ ДАННЫХ ЛОМАНОЙ ЛИНИЕЙ И МНОГОЧЛЕНОМ ЛАГРАНЖА
5.1. ПОРЯДОК ВЫПОЛНЕНИЯ ЗАДАНИЯ

Условие. Заданы последовательности xt, yt, t=1, 2, ... 5. При X, меняющемся от x1‑1 до x5+1 с шагом 1, найти значения функции линейной интерполяции (сплайна первого порядка) и интерполяционного многочлена Лагранжа, полученных по исходным последовательностям. Построить диаграмму, содержащую графики обоих функций.
Решение. Пусть заданы последовательности x и y, обе состоящие из n элементов, где n - количество наблюдений. При этом последовательность x обязана быть возрастающей (здесь её элементы могут как образовывать, так и не образовывать арифметическую прогрессию).

Возьмём произвольные соседние элементы последовательности x: x* и x**. Им соответствуют значения y* и y**. Тогда по правилам, известным из аналитической геометрии, можно составить уравнение прямой, проходящей через точки с координатами (x*; y*) и (x**; y**), и подставить в него произвольное значение переменной X. Если оно лежит в отрезке [x*; x**], то полученное значение Y называется линейной интерполяцией X, в противном случае – его линейной экстраполяцией. Такой способ интерполяции и экстраполяции является простейшим и еще называется сплайном первого порядка. Если взять ряд значений X, все из которых располагаются в отрезке [x1; xn], то при каждом значении X можно найти включающий это значение отрезок [x*; x**], по которому можно построить значение интерполяционной функции. График этой функции является ломаной линией. Таким образом, недостатком данного метода (так же, как и сплайна любого порядка) является отсутствие одной и той же формулы, охватывающей значения сплайна при любых значениях переменных из отрезка [x1; xn].
С другой стороны, в описании выполнения задания 4 был рассмотрен способ аппроксимации эмпирических данных многочленом степени m. Если m=n‑1, то значения такого многочлена при всех X=xk (k=1,2, ... n) уже в точности совпадут со значениями yk, и аппроксимация становится интерполяцией. Такой многочлен называется каноническим. Недостатком этого способа является накопление погрешностей и искажение результатов при больших n. От него свободны другие методы построения интерполяционного многочлена. Рассмотрим один из таких многочленов – интерполяционный многочлен Лагранжа.

Уравнение этого многочлена имеет вид
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(5.1)

Распишем непосредственно это уравнение, например, при n=5:
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(5.2)
Из данного представления наглядно видно, что при каждом 
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Типовой пример. Образец оформления выполнения задания приведен на рис. 5.1 и 5.2.
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Рис. 5.1. Начало примера.
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Рис. 5.2. Продолжение примера.

Значения x введены в интервал B2:F2, значения y – в интервал B3:F3. Поскольку таблица значений интерполирующих функций может содержать много столбцов, для удобства дальнейших расчётов целесообразно щёлкнуть по букве столбца H, тем самым выделив весть этот столбец, и выполнить команду меню «Окно», «Закрепить области» (если области уже закреплены, то пункт «Закрепить области» превращается в «Снять закрепление областей», что позволяет исправить ошибочные действия). После того, как области закреплены указанным способом, при горизонтальной прокрутке столбцы A-G постоянно видны на экране.
Из формул (5.1) и (5.2) видно, что лучше предварительно вычислить произведения всех пар различных элементов x. С этой целью в интервал B5:F5 вставляется как массив формула =B2:F2, а в интервал A6:A10 вставляется как массив функция ТРАНСП (из категории «Ссылки и массивы») с аргументом B5:F5 (не стоит пугаться возможных сообщений об ошибках по ходу вставки функции ТРАНСП после второго шага, это внутренняя ошибка Excel – можно продолжать вставлять формулу, выполнив шаги 3 и 4). В ячейку B6 вставляется функция ЕСЛИ (из категории «Логические») с первым аргументом $A6=B$5, вторым аргументом 1 и третьим аргументом $A6-B$5. Далее заполняется интервал B6:F10. В интервале G6:G10 вычисляются произведения всех разностей различных элементов x, для чего в G6 вставляется функция ПРОИЗВЕД (из категории «Математические») с аргументом B6:F6, и заполняется интервал G6:G10.
Согласно заданию, требуется вычислить значения интерполирующих функций при X, меняющемся от x1‑1 до x5+1 с шагом 1, поэтому в B12 вводится формула =B2‑1, в C12 - формула =B12+1, далее производится заполнение от C12 вправо до тех пор, пока значение очередной ячейки не станет равным x5+1, в данном случае по X12 включительно. Поскольку после заполнения в строке 12 обязательно окажутся значения x2, x3 и x4, эти значения целесообразно выделить, например, полужирным шрифтом, как показано на рис. 5.1 и 7.2.
Для вычисления значений линейной экстраполяции и интерполяции при X(x2 в B13 вставляется функция ПРЕДСКАЗ (из категории «Статистические») с первым аргументом B12, вторым аргументом $B$3:$C$3 и третьим аргументом $B$2:$C$2. Заполняется вправо интервал в строке 13 до тех пор, пока соответствующий ему x не примет значение x2+1, т.е. в данном случае B13:I13. Но данная формула справедлива только для X(x2, т.е. содержащихся в интервале B13:H13, поскольку все значения ячеек из этого интервала не превосходят значения x2, заданного в C2. Поэтому формулу, соответствующую X=x2+1, т.е. в данном случае в I13, надо скорректировать, чтобы текущее значение X оказалось между x2 и x3, т.е. чтобы она приняла вид

=ПРЕДСКАЗ(I12;$C$3:$D$3;$C$2:$D$2).
Далее, начиная с этой ячейки, заполняется вправо интервал в строке 13 до тех пор, пока соответствующий ему x не примет значение x3+1, т.е. в данном случае I13:N13. Из аналогичных соображений формулу, соответствующую X=x3+1, т.е. в данном случае в N13, надо скорректировать, чтобы она приняла вид

=ПРЕДСКАЗ(N12;$D$3:$E$3;$D$2:$E$2).

Далее, начиная с этой ячейки, заполняется вправо интервал в строке 13 до тех пор, пока соответствующий ему x не примет значение x4+1, т.е. в данном случае N13:S13. Формулу, соответствующую X=x4+1, т.е. в данном случае в S13, надо скорректировать, чтобы она приняла вид

=ПРЕДСКАЗ(S12;$E$3:$F$3;$E$2:$F$2).

Далее, начиная с этой ячейки, заполняется вправо интервал в строке 13 до тех пор, пока соответствующий ему x не примет последнее значение x5+1, т.е. в данном случае S13:X13. При этом под всеми встретившимися в строке 12 значениями X=x1 , … x5 значения ячеек в строке 13 должны совпасть с заданными по условию значениями y1 , … y5, т.е. в данном случае произойдёт попарное совпадение значений ячеек: C13 и B3; H13 и C3; M13 и D3; R13 и E3; W13 и F3.

Таким образом, графиком последовательности, полученной в строке 13, будет являться ломаная линия, проходящая через точки с заданными по условию координатами (x1; y1), … (x5; y5) (процедура вставки диаграммы будет описана ниже после завершения всех расчётов). Возможны ошибки в расчётах – для их исправления можно применить следующее правило:

Если щёлкнуть по формуле в любой ячейке строки 13, содержащей функцию ПРЕДСКАЗ, то:

- её первый аргумент (как правило, в синей рамке) должен содержать относительную ссылку на ячейку, расположенную выше текущей на 1 позицию;

- её третий аргумент (как правило, в фиолетовой рамке) должен содержать абсолютную ссылку на интервал, включающий значение первого аргумента функции;

- её второй аргумент (как правило, в зелёной рамке) должен содержать абсолютную ссылку на интервал, расположенный ниже третьего аргумента на 1 позицию.

Если это не так, то достаточно передвинуть аргументы функции так, чтобы она приняла надлежащий вид. Для этого указатель мыши подводится к рамке, содержащий аргумент, который требует исправления, так, этот чтобы указатель принял вид 4 чёрных стрелок, и перетащить рамку (указатель примет вид большой стрелки, залитой белым цветом) на нужную позицию.

Теперь построим сам интерполяционный многочлен Лагранжа. Для этой цели в интервал A14:A18 вводятся порядковые номера от 1 до 5 включительно. В B14:B18 найдем все слагаемые правой части формулы (9.2) при значении X, содержащемся в B12.
Для этого в B14 вставляется формула

=$B3*ПРОИЗВЕД(B$12-$A7;B$12-$A8;B$12-$A9;B$12-$A10)/$G6

(способы адресации расставлены для ее последующего заполнения вниз и вправо), и заполняется интервал B14:B18. Не стоит пугаться возможных сообщений об ошибках. Далее формулы корректируются, чтобы они приняли следующий вид согласно (5.2):

B15: =$C3*ПРОИЗВЕД(B$12-$A6;B$12-$A8;B$12-$A9;B$12-$A10)/$G7

B16: =$D3*ПРОИЗВЕД(B$12-$A6;B$12-$A7;B$12-$A9;B$12-$A10)/$G8

B17: =$E3*ПРОИЗВЕД(B$12-$A6;B$12-$A7;B$12-$A8;B$12-$A10)/$G9

B18: =$F3*ПРОИЗВЕД(B$12-$A6;B$12-$A7;B$12-$A8;B$12-$A9)/$G10

Затем в B19 вычисляется значение многочлена Лагранжа от X, содержащегося в B12, как сумма значений ячеек из интервала B14:B18 (через функцию СУММ или кнопку «Автосумма» на панели инструментов). Далее, интервал B14:B19 выделяется и заполняется вправо до конца - в данном случае по столбец X включительно.
При этом значения ячеек, соответствующих заданным по условию значениям x, т.е. в данном случае C13 и C19; H13 и H19; M13 и M19; R13 и R19; W13 и W19 – должны попарно совпасть.
После проведения расчётов на одной диаграмме строятся графики рядов в строках 13 и 19 - в данном случае B13:X13 и B19:X19 с подписями оси X из интервала B12:X12 (при построении диаграммы - на втором шаге, вкладка «Ряд», а при её корректировке – пункт контекстного меню «Исходные данные», также вкладка «Ряд»). В любом случае выделение ряда следует начинать со столбца A, чтобы название ряда было взято из ячейки в этом столбце, содержащей подпись ряда. Способы построения на одной диаграмме графиков двух несмежных рядов приведены в описании задания 4.

Диаграмма из примера, приведенного на рис. 5.1 и 5.2, изображена на рис. 5.3. Видно, что графиком первого ряда, как пояснено выше, должна стать ломаная линия, а графиком второго ряда – гладкая кривая, причём эти графики должны пересекаться пяти в точках с координатами, заданными по условию.
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Рис. 5.3

5.2. ВАРИАНТЫ ЗАДАНИЙ

	Вариант 1
	
	
	
	

	x
	5
	10
	15
	20
	25

	y
	9
	17
	32
	27
	67

	Вариант 2
	
	
	
	

	x
	4
	8
	12
	16
	20

	y
	12
	16
	23
	14
	46

	Вариант 3
	
	
	
	

	x
	4
	8
	12
	16
	20

	y
	7
	13
	9
	29
	40

	Вариант 4
	
	
	
	

	x
	2
	6
	10
	14
	18

	y
	2
	17
	12
	20
	29

	Вариант 5
	
	
	
	

	x
	4
	8
	12
	16
	20

	y
	11
	18
	15
	34
	45

	Вариант 6
	
	
	
	

	x
	3
	6
	9
	12
	15

	y
	12
	6
	11
	23
	20

	Вариант 7
	
	
	
	

	x
	3
	7
	11
	15
	19

	y
	15
	11
	20
	50
	40

	Вариант 8
	
	
	
	

	x
	5
	7
	9
	11
	13

	y
	8
	11
	12
	28
	20

	Вариант 9
	
	
	
	

	x
	2
	4
	6
	8
	10

	y
	10
	3
	9
	13
	18


	Вариант 10
	
	
	
	

	x
	5
	8
	11
	14
	17

	y
	13
	7
	23
	30
	35

	Вариант 11
	
	
	
	

	x
	5
	7
	9
	11
	13

	y
	8
	12
	14
	6
	9

	Вариант 12
	
	
	
	

	x
	4
	9
	14
	19
	24

	y
	5
	19
	18
	28
	12

	Вариант 13
	
	
	
	

	x
	4
	6
	8
	10
	12

	y
	16
	18
	10
	14
	17

	Вариант 14
	
	
	
	

	x
	2
	6
	10
	14
	18

	y
	13
	7
	10
	20
	28

	Вариант 15
	
	
	
	

	x
	2
	6
	10
	14
	18

	y
	9
	34
	24
	36
	47

	Вариант 16
	
	
	
	

	x
	3
	7
	11
	15
	19

	y
	12
	26
	23
	29
	38

	Вариант 17
	
	
	
	

	x
	4
	8
	12
	16
	20

	y
	12
	18
	29
	23
	18


	Вариант 18
	
	
	
	

	x
	5
	7
	9
	11
	13

	y
	16
	9
	11
	15
	18

	Вариант 19
	
	
	
	

	x
	4
	8
	12
	16
	20

	y
	18
	13
	23
	33
	48

	Вариант 20
	
	
	
	

	x
	3
	6
	9
	12
	15

	y
	12
	14
	22
	18
	36

	Вариант 21
	
	
	
	

	x
	3
	5
	7
	9
	11

	y
	16
	8
	13
	14
	20

	Вариант 22
	
	
	
	

	x
	4
	9
	14
	19
	24

	y
	15
	14
	27
	42
	37

	Вариант 23
	
	
	
	

	x
	5
	8
	11
	14
	17

	y
	8
	13
	17
	23
	22

	Вариант 24
	
	
	
	

	x
	2
	7
	12
	17
	22

	y
	12
	18
	27
	22
	39

	Вариант 25
	
	
	
	

	x
	4
	8
	12
	16
	20

	y
	20
	14
	24
	35
	34

	Вариант 26
	
	
	
	

	x
	5
	7
	9
	11
	13

	y
	13
	16
	11
	23
	29


	Вариант 27
	
	
	
	

	x
	2
	5
	8
	11
	14

	y
	2
	14
	8
	11
	7

	Вариант 28
	
	
	
	

	x
	4
	9
	14
	19
	24

	y
	4
	13
	21
	15
	28

	Вариант 29
	
	
	
	

	x
	3
	5
	7
	9
	11

	y
	10
	12
	13
	7
	19

	Вариант 30
	
	
	
	

	x
	4
	6
	8
	10
	12

	y
	10
	8
	13
	18
	20

	Вариант 31
	
	
	
	

	x
	3
	7
	11
	15
	19

	y
	10
	14
	17
	8
	23

	Вариант 32
	
	
	
	

	x
	2
	5
	8
	11
	14

	y
	7
	16
	19
	12
	29

	Вариант 33
	
	
	
	

	x
	6
	9
	12
	15
	18

	y
	13
	25
	31
	23
	36

	Вариант 34
	
	
	
	

	x
	4
	6
	8
	10
	12

	y
	21
	25
	26
	22
	33

	Вариант 35
	
	
	
	

	x
	4
	9
	14
	19
	25

	y
	13
	25
	24
	27
	23


	Вариант 36
	
	
	
	

	x
	4
	7
	10
	13
	16

	y
	16
	25
	31
	32
	28

	Вариант 37
	
	
	
	

	x
	3
	6
	9
	12
	15

	y
	21
	20
	17
	22
	28

	Вариант 38
	
	
	
	

	x
	4
	6
	8
	10
	12

	y
	6
	12
	11
	9
	13

	Вариант 39
	
	
	
	

	x
	4
	6
	8
	10
	12

	y
	21
	25
	26
	34
	33


� А неграмотным выходом – нажатие Ctrl+Alt+Delete с возможной потерей данных. Неопытному пользователю, совершившему эту ошибку, может создаться впечатление «зацикливания» Excel. Было бы логичным добавить в диалоговое окно кнопку «Отмена», но что есть, то есть...


� Автор добрым словом вспоминает некоторые системы программирования для ПК, существовавшие в середине 1980-х годов, в которых отсутствие открывающей скобки после имени встроенной функции считалось настолько грубой ошибкой, что она немедленно диагностировалась после ввода содержащей такую ошибку строки в исходном тексте программы.
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